
This is a digital copy of a book that was preserved for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book' s long journey from the 
publisher to a library and finally to y ou. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that y ou: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at |http : //books . google . corn/ 



.^< 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



MaAhf 2j3^%r?(^ 




^.4^ 



it > 



Digitized by 



Google 



Digiti 



izedby Google 



Digitized by 



Google 



ALGEBRE 



w r 



ELEMENTAIRE 



Digiti 



izedby Google 



AUTRES ODYRAGES DE M. SONNET, PUBLIES PAR LA MEME LIBRAIRIE 



Dictionnaire des mathématiques appliquées, coiDpreDa|t les Àrincipales 
applications des mathématiques : à rarchitectiire, \ l*aptU|nétique 
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Autorisé par le Conseil de l'Instruction publique. 
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i volume in-8 avec planches. Prix, broché, S fr. 
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programmes de l'enseignement dans les lycées (classe de rhétorique), 

etàceluidu baccalauréat es sciences. 1 vol.in-12 avec planches. Prix, 4fi-. 

Autorisé par le Conseil de l'Instruction publique. 

Premiers éléments de calcul infinitésimal, à l'usage des jeunes gens qui 
se destinent à la carrière d'ingénieur. 1 vol. in-8 broché, 6 fû. 

Problèmes et exercices d'arithmétique et d'algèbre sur les principales 
questions usuelles relatives au commerce, à la banque, aux fonds publics, 
aux établissements de prévoyance , ^ l'industrie , aux sciences appli- 
quées, etc. 2 volumes in-8 brochés, 5 fr. 
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1" partie : Enoncés. 1 vol. 2 fr. ; — 2® partie : Solutions raisonnées. i vol. 3 fr. 
Leçons d'arithmétique et de tenue des écritures, à l'usage des jeunes 
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pour les filles. Prix, broché, 3 fr. 
Notions de physique et de chimie, à l'usage des jeunes personnes ; par 
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pour /es /IZ/ôs. Prix, broché, 2 fr. 
Cours élémentaire de topographie, 1 volume in-12 accompagné de 96 
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AVERTISSEMENT 



L'ordre suivi dans cette quatrième édition est celui qui avait été 
adopté dans la seconde. 

L'ouvrage a été divisé en quatre parties. Les deux premières 
forment le développement du programme officiel d'Algèbre prescrit 
pour renseignement élémentaire dans les lycées, pour l'examen 
du baccalauréat es sciences et pour l'admission aux écoles du 
gouvernement. 

La troisième partie renferme des matières qui, bien que ne fai- 
sant pas partie du programme officiel, ont cependant assez d'im- 
portance pour qu'il y ait quelques inconvénients à les laisser 
ignorer des élèves. Telles sont, par exemple, la théorie des combi- 
naisons, et la formule de Newton pour le développement du bi- 
nôme. Ces matières sont d'ailleurs exigées pour l'admission à 
l'École centrale des arts et manufactures. 

Quant aux questions renfermées dans la quatrième partie, elle^^ 
peuvent être omises dans une première année d'études : mais elles 
offriront un exercice utile aux élèves studieux, et particulièrement 
à ceux que des circonstances quelconques obUgent à redoubler 
leurs mathématiques élémentaires. 
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Il AVERTISSEMENT 

Nous avons apporté le plus^rand soin à la révision du texte; 
plusieurs parties ont été retouchées ou complétées j tous les calculs 
ont été refgiîts, et nous osons espérer que cette quatrième édition 
sera accueillie par le pa^ilicavec la môme faveur que les précé- 
dentes. 
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ALGEBRE 

ÉLÉMENTAIRE 

PREMIÈRE PARTIE 

OPÉRATIONS FONDAMENTALES ET PROBLÈMES 
DU PREMIER DEGRÉ 



CHAPITRE PREMIER 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES 
§ I. But de l'Algèbre. 

I. L'Algèbre est la science qui a pour but de résoudre d'une 
manière générale les questions relatives aux nombres. 

C'est-à-dire que, dans cette partie des mathématiques, on ne se 
contente pas de la solution particulière d'une question, on recherche 
encore la solution générale de toutes les questions du même genre. 

Pour y parvenir, on représente par des lettres les grandeurs con- 
nues ou inconnues que Ton a à considérer ; et, à l'aide de signes 
abréviatifs, on ^cn'Mes relations que la nature du problème établit 
entre ces grandeurs. L'Algèbre donne ensuite des règles pour trans- 
former ces relations en d'autres plus simples, ou mieux appropriées 
au but qu'on se propose ; et c'est en déplaçant ainsi successivement 
la difficulté qu'on peut la diminuer et enfin la résoudre. On obtient 
alors la valeur de chaque inconnue sous la forme d'une expression 
générale^ dans laquelle il n'y aura plus, dans chaque cas particulier, 
qu'à remplacer chaque lettre par sa valeur particulière, et à effec- 
tuer les calculs qui ne sont qu'indiqués. Une pareille e-xpression 
générale est ce qu'on nomme une formule algébrique. 

Un exemple éclaircira ces généralités. 
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2 OPFRATIONS FONBAMENTALES : 

2. Proposons-nous d'abord celte question particulière : Trouver 
deux nombres dont la somme soit il et dont la différence soit 5. 

Pour la résoudre, nous pourrons d'abord faire le raisonnement 
suivant : 

La dîlTérence des deux nombres étant 5 , le plus grand est égal 
au plus petit augmenté de 5 ; là somme des deux nombres estdonc 
égale au plus petit nomhre augmenté de 5 , plus encore au plus 
petit nombre ; ou, ce qui revient au même, à deux fois le plus petit 
nombre, plus 5 . Mais cette somme doit faire 17 ; donc le double 
du plus petit nombre, plus 5 , égale 17 . Il en résulte que le double 
du plus petit nombre, équivaut à 17 , diminué de 5 , ou à 12 ; et 
que par conséquent ce plus petit nombre lui-même est la moitié de 
12 , ou 6 . Par suite, le plus grand nombre est égal à 6 , plus 5 , 
ou à 11 . 

On remarque que dans ce raisonnement certaines expressions se 
reproduisent un grand nombre de fois ; ce sont le plus petit nombre ; 
le plus grand nombre ; plus ou augmenté de ; moins ou diminué de ; 
égale ou équivaut à. On pourra donc simplifier récriture de ce rai- 
sonnement en convenant, par exemple, de représenter le plus petit 
nombre par la lettre x , le plus grand nombre par la lettre y ; les 
expressions pte ou augmenté de par le signe -|- , déjà employé en 
arithmétique, les expressions moins ou diminué de pur le signe — ; 
la division par 2 en mettant ce nombre en dénominateur ; enfin les 
expressions égale ou équivaut à par le signe rr= . A l'aide de ces 
conventions, leraisonnementci-dessus pourra s'écrire de la manière 
suivante : 





y — X = S ; 


donc 


y = a? + 5 . 


Mais 


y + .^ = 17 ; 


donc 


x + S + x = n 


ou 


2.T-f-5 = 17 . 


De là résulte 


2.T = 17 — 3 = 12 


donc 


.Tz=:~0U.'r = 6 . 


Par suite, 


j,=6-h5 = H . 



Chacune des lignes que nous venons d'écrire, correspond à l'un 
des raisonnements partiels qui composent le raisonnement total 
écrit plus haut. 

3. Les raisonnements seraient évidemment les mêmes si les 
nombres 17 et S étaient remplacés par des nombres quelconques. 
Mais les signes abréviatifs que nous avons employés ne suffisent pas 
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NOTIONS PRELIMINAIRES. S 

pour mettre en évidence ce qu'il peut y avoir de commun dans les 
résultats des raisonnements, quelles que soient les données. Gela 
tient à ce que les résultats numériques auxquels on est conduit 
n'offrent aucune trace des opérations qui ont servi à les obtenir. 
Ainsi le nombre 6, qui a été obtenu en retranchant 5 de 17 et en 
prenant lamoitié du reste, pourraits'obtenird'une infinité d'autres 
manières; et rien dans ce résultat brut 6 n'indique comment on y 
est parvenu. 

Il n'en serait pas de même si, au lieu d'effectuer les opérations 
numériques au fur et à mesure qu'elles se présentent, on se con- 
tentait de les indiquer par des signes. C'est ce que nous allons 
montrer en reprenant le même problème; mais afin de donner à la 
solution toute la généralité qu'elle comporte, nous remplacerons 
les données numériques par des lettres auxquelles on pourra 
ensuite attribuer telles valeurs qu'on voudra. Nous désignerons 
donc par a la. somme des deux nombres inconnus x et j/, et par 
b leur différence, x désignant toujours le plus petit. 

Cela posé, nous allons reprendre le raisonnement total; nous le 
reproduirons ensuite en employant l'écriture algébrique; et, afin 
de rendre la comparaison plus facile, nous aurons soin de marquer 
d'un numéro d'ordre commun les raisonnements partiels qui se 
correspondent : 

[i] Le plus grand nombre, moins le plus petit, égale la différence 
donnée; 

[2] Donc, le plus grand nombre équivaut au plus petit, plus la 
différence donnée; 

[3] Le plus grand nombre, plus le plus petit, égale la somme 
donnée ; 

[4] Doue, le plus petit nombre augmenté delà différence donnée ; 
plus encore le plus petit nombre, égale la somme donnée; 

[5] Ou bien, deux fois le plus petit nombre, plus la différence 
donnée, égale la somme donnée. 

[61 II en résulte que : deux fois le plus petit nombre égale la 
somme donnée, moins la différence donnée ; 

[7] Et qu'enfin, le plus petit nombre égale la moitié delà somme 
donnée, moins la moitié de la différence donnée. 

[8] Par suite, le plus grand nombre égale la moitié de la somme 
donnée, moins la moitié de la différence donnée, plus cette mêm«; 
différence ; 

[9] Ce qui revient à la moitié de la somme donnée, plus lamoitié 
de la différence donnée. 
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i'- OPÉRAIt^S rONDAMENTALES : 

Enécritore algébrique, les mêmes raisonnements deviendront î 

[1] 

[2] donc 

[3] Mais 

[4] donc 

[5] on bien 

[6] Il en résulte 

[7] et enfin 
[8] Par suite 
[9] Qu bien 

Remarque. On voit que lorsqu'on a la somme et la différence de 
deux nombres^ on obtient le plus petit en retranchant la moitié de la 
différence de la moitié de la somme ^ et le plus grand en ajoutant la 
moitié de la différence à la moitié de la somme; ce qui constitue un 
théorème de calcul. 



y — a?=6 ; 


y=x-^h . 


y+x=a ; 


x-\-b ~\-x = a 


2x-{-b=a , 


2x=^a — b , 


*— 2 2 • 


a b , , 

y=^-^+b , 


a , b 



4. Les valeurs générales 

a 
'2 •>, ^"^ 2~'~2 



a b . a . b 



sont des formules qui donneront immédiatement les valeurs des 
inconnues dans chaque cas particulier; il suflSra d'y remplacer a 
et b par les données particulières, et d'effectuer les calculs in- 
diqués. 

Si Ton demande, par exemple, de trouver deux nombres dont 
la somme soit 31 et la différence 13, on aura 





-ï- 


13 . 31 , 13 
-2«^î'=2 + 2 


ou 


-'1 


44 

ety=2 > 


ou enfin 


a;=9 


ely = 22 : 



c'est-à-dire que le plus petit des deux nombres demandés est 9, 
et le plus grand 2i2. En effet, 22 diminué de 9 donne 13, et 
22 augmenté de 9 donne 31. 

6s Lârqnestion que nous venons de traiter, quoique très-simple,- 
suffit néanmoins pour faire voir comment récriture algébrique. 
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inc($paildsai»nteQt.4Q l.'a¥afi.tage qu^elle offre sous lia rapport 4^: (a 
brièveté, permet encore de traiter un problème de la manière la 
plus générale, et conduit à deà formules ou règles pour obtenir iW 
solution dans chaque cas particulier. 

La série des égalités [4], [5], [6], [7]. du numéro (3), offre un 
exemple de transformations successives à l'aide.desquelles oh peut, 
d'une relation entre une inconnue et des quantités données^ dé- 
duire une relation plus simple qui donne la valeur de. cette in- 
connue. 

Le but de TAlgèbre étant ainsi clairement établi, rioûs allons 
nous occuper des signes abréviatifs (ju'elle emploie et des, règles du 
calcul algébrique. 



§ II. Des signes algébriques. 

6. Nous donnons dans ce paragraphe l'explication de tous les 
signes abréviatifs usitée en Algèbre, quoique plusieurs d'entre eux 
ne soient pas, dès à présent, indispensables à connaître. Notre but 
est d'éviter au lecteur, qui aurait oublié le sens d'un signe, la peine 
d'en chercher la définition dans le corps de l'ouvrage, etde lui offrir 
un tableau qu'il lui sera toujours facile de consulter, 

7. Le signe + s'énonce plus; placé entre deux quantités, il 
indique qu'on en fait la somme. Ainsi x-{-5 signifie la somme 
des quantités a? et 5; de même x-\-a-\-S exprime lu 
somme des quantités a?, a et 5 . 

8. Le signe — s'énonce moins; placé entre deux quantités, 
il indique qu'on en fait la différence, ou que de la première on re- 
tranche la seconde. Ainsi x — 5 exprime la différence des quan- 
tité X et 5 , ou ce qui reste de la quantité représentée par 
X quand on eh retranche 5 . De même x — a — 5 indique 
ce qui reste de la quantité x quand on en retranche successive- 
ment la quantité a et le nombre 5 . 

9. Le signe X &' énonce multiplié par ; placé entre deux quan- 
tités, il indique qu'on en fait le produit. Ainsi xxS indique le 
produit de x par 5 . De même xxax^ exprime le pro- 
duit des trois facteurs a?, a et 5 . 

On remplace souvent le signe x par un simple point,, Aiusi 
au lieu de axb on peut écrire a .b . 

Plus souv^t encore on se contente, pour exprimer la multipli- 
cation, d'écrire les facteurs à la suite les uns des autres, sans au^ 
cune interposition de signe. Mais cela ne se fait que lorsqu'il n'y a 
pas plus d'un facteur numérique, et ce facteur se place alors le pi'e- 
mier. Ainsi au lieu de a? X o X 5 on peut écrire ^ax , 
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O^ OPERATIQIH& FONPA»U:?<iTAtBS : 

iLe facteur nuiQ.ériqae qui précède ainsi au produilde rHcl(.'i|rs 
eîipriiaé& par des lettre&> porte le nom de ooefficient, 

iO. Quand un produit renfermé pliisiedrs facteurs égaux, on se 
contente d'écrire l'un d'eux, et l'on place à sa droite, et un peu iau- 
dessus, le nombre qui indique combien il y a de ces facteurs égaux. 
Ainsi, au lieu de -5x5 ou peut écrire S^ au lieu de xx^xy^x 
on peut écrire x^ . 

Ce nombre qui indique combien il y a de facteurs égaux à celui 
qu'on n'écrit qu'une fois porte le nom d'exposant ; et le produit des 
facteurs égaux s'appelle /^wmance de l'un de ces facteur?. L'expres- 
sion Sa^b^x indiquerait un produit composé du facteur 5, de 3 
facteurs égaux à a , de 2 facteurs égaux à 6, et enfin d'un facteur 
égal à a? ; ou bien le produit de 5 par la 3° puissance de a , 
par la 2® puissance ^de b , et par la l*"' puissance de x . 

11. Le signe : s'énonce divisé par ; placé entre deux quan- 
tités, il indique que la première est divisée par la, seconde. Ainsi 
X : 5' exprime le quotient de x par 5 . 

On indique encore la division en écrivant le quotient comme une 
fraction qui aurait pour numérateur le dividende et pour dénomi- 
nateur le diviseur . Par exemple 

X : 5 peut s'écrire z . 

Le trait horizontal qui sépare le dividende du diviseur se nomme 
barre de division. 

12. Le signe \/ indique la racine carrée de la quantité placée 
au-dessous, c'est-à-dire une quantité qui, multipliée par elle-même, 
reproduirait la quantité placée sous le signe. Par exemple \/49 
exprime la racine carrée de 49, ou le nombre qui, multiplié par 
lui-même, donne 49 . 

Le signe \/ indique de même la racine cubique de la quan- 
tité placée au-dessous, c'est-à-dire une quantité qui, prise 3 fois 
comme facteur, donnerait pour produit la quantité placée sous le 
signe. Ainsi \/64 exprime la racine cubique de 64 , ou le 
nombre qui pris 3 fois comme facteur, donnerait pour produit 64 . 

Les sii^'nes \/ , \/ , etc., indiqueraient de même la racine 
quatrième, la racine cinquième j etc., de la quantité placée au-des- 
sous, c'est-à-dire iine quantité qui, prise 4 fois, 5 fois, etc., comme 
facteur, donnerait pour produit la quantité placée sous le signe. 

Ce signe porte en général le nom de radical, et le nombre placé 
au-dessus dans son ouverture est ce qu'on nomme Vindice du ra- 
dical. Ainsi, dans y^ , c'est 3 qui est l'indice du radical. 
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NiyriONS H^ËLlMINAlHteS. T 

131 Les parenthèses () expriment le rémltat des o()ération^ 
indiquées sur les quantités' qu'elles enveloppetit; lesf sigfles qo'iaf- 
fçctçnt les paremhèses indiquent les opérations à effectuer suc ce 
résultat, Ainsi 

0?— (a — 5) 

indique que de la quantités on retranche le résultat obtenu eh 
retranchant 5 de a . 

(^ + 5)Xa 

indique qu'après avoir fait la somme des quantités ar et 5 , ou 
multiplie le résultat, ou la somme, par u . 

(^ — 2) :a 

indique qu'après avoir retranché 2 de a? on divise le résultat, 
ou la différence, par la quantité a . 

indique qu'après avoir fait la somme des quantités ar et 5 et formé 
un produit de 3 facteurs égaux à cette somme, on divise ce produit 
par le produit de 2 facteurs égaux à la différence entre a et 2. 

14. Le signe = s'énonce égale; placé entre deux expressions 
numériques ou algébriques, il indique que les deux expressions 
sont égales en valeur. 

Le signe >> s énonce plus grand que ; placé entre deux quantités, 
il indique que la première est plus grande que la seconde. Ainsi 
a; >> 5 signifie que la quantité représentée par x est plus grande 
que 5 . 

Le signe <C. ^' énonce plm petit que; placé entre deux quantités, 
il indique que la première est plus petite que la seconde. Ainsi, 
a?< 5 signifie que la quantité représentée para? est plus petite 
que 5 . 

15. Lorsque, dans une question, on a représenté certaines quan- 
tités par des lettres, on représente des quantités analogues par les 
mêmes lettres chargées d'un ou plusieurs accents. Les lettres 
chargées d'un accent s'énoncent en y ajoutant le mot jpriw^; celles 
qui sont chargées de deux accenis s'énoncent en y ajoutant le mot 
seconde; pour trois accents, on ajoute le mo 1 fierez; etainsi desuite. 
Par exemple : 

a , a , a , a , 

s'énonceraient a , a prime, a seconde, a tierce. 

L'usage que' nous ferons des divers signes dont il vient d'être 
question, en fixera peu à peu le sens dans la mémoire du lectewr. 
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§ III. Des diverse» espèces d'expressions algébriques. . " ' 

46: Lés expressions algébriques les plus simples sontlej&letti^es 
mêmes de l'alphabet destinées à représenter certaines quantités 
connues ou incontmes. On emploie ordinairement les premières 
lettres de l'alphabet, a, &, c, d, etc., pour représenter des quan- 
tités supposées connues, mais dont on ne particularise pas la Taleur 
numérique. Les quantités inconnues se désignent, au contraire, par 
les dernières lettres x\ y, z, etc. 

17. On donne en général le non à* expression algébrique k tout 
ensemble de lettres, ou de lettres et de nombres, réunis par quel- 
ques-uns des signes énumérés dans le paragraphe précédent. Ainsi 



15a'6(a:+S): V« — * 

est une expression algébrique. 

Une expression algébrique est dite rationnelle quand elle ne con- 
tient point de signe radical. Elle e&X irrationnelle dans le cas con^ 
traire. 

Une expression algébrique esl dite entière loi squ'aucune division 
n'y est indiquée. Elle est fractionnaire dans le cas contraire. 

Nous nous occuperons d'abord des expressions algébriques ra- 
tionnelles et entièies. Telle est l'expression : 

Sa^x—ia^x^-\-^6ax^ . 

18. Dans une expression algébrique rationnelle et entière où il 
n'entre point de parenthèses, les différentes parties séparées par les 
signes + ^^ — sont ce que l'on appelle les différents f^rw^5 de 
l'expression. Telles sont dans l'expression ci-dessus les parties 5 a^a?, 
^ 4aV , et + ^Qax^ . 

Une expression algébrique qui n'a qu'un terme prend le nom de 
monôme; telle est l'expression — 4oV . 

Une expression algébrique qui a deux ternies prend le nom de 
binôme ; telle est 3a — 5ft . 

Une expression algébrique qui a trois termes porte le nom de tri- 
nome; tel est 2aî^ — 3ax + Sab . 

En général, une expression algébrique qui a plusieurs termes 
porte le nomdej^o/j/nom^. 

19. Dans un monôme, il y a quatre éléments à distinguer : 
l^^Le signe dont il est précédé, et qui peut être + ou — . Tout 

monopae qui n'a pas de signe est censé précédé du signe -f- . Les 
monômes précédés (ou supposés précédés ) du signe + sont des 
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monômes additifs ou positifs. Les monômes précédés du signe — 
sont des monouiies eovstractifs ou négatifs. , n- 

2° Le facteur numérique, s'il y en a un* Ce facteur qu'on écrit le 
premiefvporte, ainsi que nous l'avons vu, le nom Aecoefficienf. 

Z^ I^es lettres qui forment les autres facteurs, 

.¥ Les exposants de ces lettres, ou les nombres écrits à droite et 
un peu au* dessus, qui indiquent combien de fois la quantité repré- 
sentée par chaque lettre entre comme/acteur dans le produittotal. 

Ainsi dans — 4 aV, le signe est *— , le coefficient est 4, les 
lettres sont a et x, les exposants sorft 2 et 3. 

20. Remarque. Si dans un monôme on imagine que chaque lettre 
prenne une valeur numérique déterminée, le produit indiqué par 
ce monôme prendra lui-môme une certaine valeur numérique, la-* 
quelle devra être prhe positivement on négativement^ c'esi-h-à'wQ 
additivement ou' soustractivement, suivant que le monôme est af- 
fecté du signe + ou du signe — . Si, par exemple, dans le mo- 
nôme — 4«V on imagine que a ait la valeur 3 et a? la valeur 5, 
le monôme reviendra à — 4.3.3.5.5.5 ou à — 4500. 

On pourrait attribuer aux lettres des valeurs numériques frac- 
tionnaires, sans que pour cela le monôme cessât d'être entier, algé- 
briquement parlant. Si par exemple on attribue à a la valeur - 

et à a? la valeur - , le monôme — 4aV deviendra à — ^„ . 

C'est toujours sous cette forme numérique qu'il faut se représen- 
ter un monôme; c'est-à-dire qu'on doit se le représenter comme 
composé d'une valeur absolue, entière ou fractionnaire, affectée 
d'un signe qui est -|- ou — , suivant qu'elle est additive ou 
soustractive. 

2t. On nomme degré d'un monôme la somme des exposants des 
lettres qui y entrent. Les lettres qui n'ont point d'exposant n'en- 
trant qu'une fois comme facteur, sont supposées avoir pour expo- 
sant 1. Ainsi le degré du monôme Sa^b^x est 3 + 2 -f- 1 ou 6. 

22. On nomme termes semblables dans un polynôme ceux qui 
ne diffèrent que par le coefficient et par le signe. Ils contienneill 
par conséquent les mêmes lettres affectées des mêmes exposants. 
Ainsi dans le polynôme 

ina'b'x — 6a*ft V + Sa'b'^x + lab^x' — ^a^b^x — . ka'^b^x , 

il y a quatre termes semblables : 

ISaVa; , -\-Sa^b''x , '—^a^b^x et — ka^b^x . 

On peut toujours réduire les termes semblables enun seul. Il est 
clair, en effet, dans l'exemple précédent, que quelle que soit la va- 



Digitized by 



Google 



lÔ OPÉRATIONS FONDAMENTALES : 

fetn- ntimériqae de a*è*a?, il faut prendre 15 fois cette valeur, ajou- 
ter encore 8 fois la même valeur, puis en retrancher d'abord 9 fois 
ceiys iriôme valeur, et encore 4 fois cette valeur. Le résultat sera 
donc le même que si de 15 + 8 ou 23 fois la valeur numérique 
dont il s*agit, on retranchait 9+4 ou 13 fois cette même valeur, 
ce qui donnerait 23 — 13 ou 10 fois cette valeur. L'ensemble des 
quatre termes considérés revient donc a 10 a Va?. 

Si Tensemble des termes sousiractifs remportait sur celui des ter- 
mes additifs, le î'ésultat serait lui-même soustractif. 

Si, par exemple, parmi lestlrmes d'un polynôme on trouvait les 
deux termes semblables 

-f-17fl*6 et —25a** 

on voit que, quelle que soit la valeur numérique du monôme a*6, 
on devrait ajouter aux termes précédents 17 fois la valeur de o*6, 
et en retrancher ensuite 25 fois cette même valeur. Mais comme 25 
surpasse 17 de 8, cette opération reviendrait à retrancher 8 fois 
a*6; l'ensemble des deux termes semblables considérés se rédui- 
rait donc à 

— 8a'-6 

On lire de là cette règle : Pour effectuer la réduction des termes 
semblables^ on fait la somme de tous les coefficients qui ont le signe -|- 
et la somme de tous les coefficients qui ont le signe — ; on re- 
tranche lapins petite somme de la plus grande^ on donne au reste le 
signe de lapins grande, et on écrit à là suite la partie littérale com- 
mune. 

23. Un polynôme est dit homogène quand tous ses termes sont 
du même degré (21). Tel est le polynôme 

5fl6V — 6aViP* + 8a*6a? , 

dont tous les termes sont du 6« degré. 

24. Ordonner un polynôme, c'est écrire ses différents termes 
dans un ordre tel que les exposants d'une même lettre aillent tou- 
jours en augmentant ou toujours en diminuant d'un terme à l'autre. 
La lettre qu'on choisit pour guide prend le nom de lettre ordon- 
natrice ; si l'on écrit les termes de manière que les exposants de la 
lettre ordonnatrice aillent en augmentant, on dit que le polynôme 
est ordonné par rapport aux puissances croissantes de cette lettre ; 
si les exposants de la lettre ordonnatrice vont en diminuant, on dit 
que le polynôme est ordonné par rapport aux puissances décrois- 
santes de cette lettre. 

Ainsi le polynôme, déjà considéré ci-dessus, 

5a6V— 6a'6V-+8a*te 
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est ot-donné par rapport aux piiissaoce croissantes â^. a., ou par 
rapport aux puissances décroissantes de x . 

Dans la plupart des calculs algébriques, on a soin d'ordonner 
ainsi les polynômes ; cette opération facilite les calculs, en leur 
donnant plus de symétrie. II est clair d'ailleurs que, quel que soit 
Tordre dans lequel on écrit les termes, soit additifs, soit souslraclifs, 
d'un polynôme, sa valeur demeure la même. Cette valeur se com- 
pose évidemmenl de la somme des valeurs numériques des termes 
additifs ou positifs, diminuée de la somme des valeurs numériques 
des termes soustractifs ou négatifs. 

Il peut arriver que plusieurs termes d'un polynôme contiennent 
la même puissance de la lettre ordonnatrice ; on"^ les ordonne alors 
entre eux par rapport aux puissances d'une seconde lettre. Pai- 
exemple, le polynôme 

3a V — iabx^ -f Gab'x — Ha^b^ 

ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x , contient 
deux termes affectés de x^ ; ces deux termes sont ordonnés par 
rapport aux puissances décroissantes d'une seconde lettre, a . 

L'ensemble des termes qui contiennent la lettre ordonnatrice 
principale avec son plus haut exposant forme ce qu'on appelle /« 
groupe le plus élevé du polynôme . S'il y avait plusieurs termes con- 
tenant la lettre ordonnatrice avec son moindre exposant, leur en<- 
sem|)le formerait le groupe le moins élevé. 
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CHAPITRE II 

DES QUATRE OPÉRATIONS FONDAMENTALES, ET DBS FRACTIONS 
ALGEBRIQUES 

• ■ . • , • . 

Ô8. Nott3 ne nous occuperons dansée chapitre et dans le suivant 
que des expressions algébriques rationnelles, en commençant par 
celles qui sont entières. Nous supposerons déplus, si elles sont 
monômes, qu'elles sont positives, ou que, si elles sont polynômes, 
l'ensemble des termes positifs l'emporte en valeur absolue sur l'en- 
semble des termes négatifs. 

. Nous verrons plus tard le sens qu'il faut attribuer aux opéra- 
tions algébriques et aux quantités mêmes sur lesquelles ellas 
s'effectuent, lorsque la condition dont nous venons de parler n'est 
pas remplie. 

§ I. De r addition. 

26. En ayant égard à la restriction exprimée dans le numéro 
précédent, additionner deux expressions algébriques, c'est ajouter 
à la valeur absolue de la première, la valeur absolue de la seconde. 

1** Si les deux expressions à additionner sont deux monômes 
semblables (22), on additionnera les coefficients, et Ton écrira à la 
suite de la somme la. partie littérale commune. Par exemple, les 
deux expressions 5a V et la^x^ ont pour somme 12 a^x^ . 

2** Si les deux expressions à additionner sont deux monômes 
dissemblables, il suffira d'écrire le second à la suite du premier en 
les séparant par le signe + ; et le résultat ne sera susceptible 
d'aucune simplification. Par exemple, la somme des expressions 
5aV et la^x*' est 

5«V + 7flV . 

27. Supposons maintenant que les expressions à additionner 
soient polynômes , et qu'à a — b , par exemple, on se propose 
d'ajouter c — d . 

Si à la suite de a — b on écrivait le premier terme de c — h en 
le faisant précéder du signe + ^ ce qui donnerait a — 6+c , on 
aurait ajouté à a— 6 une quantité trop grande de d; le résultat 
serait donc lui-même trop grand de d . Pour lui donner sa véri- 
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table valeur, il faut donc le diminuer de d , ce qui se fera en 
. écriyanl à sa suite r-^d ; et l'on aura 

a — b-{-c — d . ^ 

On voit qu'il a suffi d'écrire à la suite de a — b chacun des 
termes de c — d , avec le signe qu'il avait ; car le terme c qui 
n'était précédé d'aucun signe, devait être regardé comme précédé 
du signe + (i^y- 

En répétant les raisonnements qui précèdent pour des polynômes 
composés d'autant de termes qu'on voudra, on verrait de même que 
les termes positifs du second polynôme doivent s'écrire au résultat 
avec le signe + , et que les termes négatifs de ce môme polynôme 
doivent s'écrire au résultat avec le signe—-. En d'autres termes : 
Pour additionner deux polynômes^ on écrit le second à la mite du 
premiet* en conservant à chaque terme son signe. 

Remarque. La règle serait évidemment la même pour ajouter un 
polynôme à un monôme. 

28. Si la somme présente alors des termes semblables, il faut en 
opérer la réduction (22), ce qui simplifie le résultat. 

Soient, par exemple, à additionner les polynômes 

ia^x^ — 6a\x^ + lax^ — dx^ 
et ba^x^ + 2a V — l'iax' -f- lOa?^ ; 

on trouvera 9a V — 4a V — 5ar* -j- ^ - 

Soient de même, les polynômes : 

a^b + 3ab'- — U' 
et ^H — *Sab'^ + b' 

on trouvera 6a^ft — 36 \ 

§ II. De la soustraction. 

29. D'après l'hypothèse admise dans ce chapitre, soustraire deux 
expressions algébriques l'une de l'autre, c'est retrancher de la va- 
leur absolue de la première la valeur absolue de la seconde. 1® Si 
les deux expressions sont deux monômes semblables, on retran- 
chera le coefficient de la seconde du coefficient de la. première, ce 
que nous supposerons possible, et l'on écrira à la suite de la diffé- 
rence la partie littérale commune. Par exemple, la différence entre 
7a^bx et ia^bx est évidemment Sa'^bx. 

2® Si les expressions à soustraire sont deux monômes dissembla- 
bles, ou écrira le second à la suite du premier en les séparant par le 
signe — ; et le résultat ne sera susceptible d'aucune simplification. 
Ainsi la différence des monômes Soa:* et 3a^a?^ est Saa:* -- 3a^x^* 
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30. Supposons maintenant que Texpression a soustraire soit 
polynôme, celle dont on soustrait pouvant être polynôme ou mo- 
nôme.^ Par exemple, supposons que de a — é, on veuille sons- 
<taire c — d. 

Si à la suite de a — bon écrivait le terme c avec le signe — , 
c'esl-à-dire si de a — b on retranchait c , ce qui donnerait 
a — b — c, on aurait évidemment retranché une quantité trcyp 
grande de d ; le résultat serait donc trop petit de d. Pour lui ren- 
dre sa vraie valeur, il faudra donc lui ajouter d^ ce qui se fera 
en écrivant -f- ^ * la suite, et l'on aura a — b — c-\-d. 

On remarquera que le terme c qui avait, ou était censé avoir, 
le signe + dans le polynôme à soustraire, a le signe — au résul- 
tat; et que le terme d qui avait le signe — dans le polynôme à 
soustraire, a le signe + au résultat. 

En répétant les mêmes raisonnements et les mêmes observations 
pour des polynômes, composés d'autant de termes qu'on voudra^ 
on verrait de môme que tout terme ayant le signe + dans le poly- 
nôme à soustraire devra être écrit au résultat avec le signe — , et 
que tout terme ayant le signe — dans le polynôme à soustraire, 
devra être écrit au résultat avec le signe + . De là cette règle : 
Pour soustraire un polynôme d^un autre, on récrit à la suite de cet 
autre en changeant le signe de chacun de ses termes. 

Si la différence ainsi obtenue présente des termes semblables, 
il faut, pour simplifier le résultat, opérer la réduction (M) de 
res termes. 

Exemples. I. Du polynôme 9a'.T* — 4a V — 5a.r* + x^ 
on veut soustraire AaV — 6a-.r^ -(- 7a.^* — 9jî^ , 

on aura d'abord pour résultat 

9a^a;'- — ia^x' — 5a.r* + x' — ia'x'- + Cm'x' — lax' + %x^ 

ou, en réduisant, 

5aV + 2oV — 12aT* + 10.r'' . 

IL Si de a" + 2a6 + h^ on soustrait à" — lah + 6* , 

on trouvera pour reste 

n^ + 2a/; +b^ — a^ + 2ab — b^ 

ou, en réduisant iab, 

31. Remarque sur r usage des parenthèses :ï\ arrive souvent que 
l'on a intérêt à regarder un polynôme, soit comme la somme, soit 
OQinme la différence de deux autres polynômes. Pour cela,on réunit 
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obtient pour second reste zéro^ il s'ensuit que l'opération est ter- 
minée, et que le quotient total cherché est 

3a la? — kah 
+26 1 . 

47. Remarques. I. On reconnaît que la division ne peut s'effectuer 
exactement : 1® lorsque le diviseur contient une lettre qui n'entre 
pas au dividende ; 2"* lorsque la plus haute puissance d'une lettre 
au diviseur surpasse la plus haute puissance de la même lettre au 
dividende ; 3* lorsque, après avoir ordonné le dividende et ledivi- 
seur par rapport aux puissances décroissantes, par exemple, d'une 
même lettre , quelle qu'elle soit, le premier terme du dividende 
n'est pasexactementdivisible par le premier terme du diviî;etir, ou 
que le groupe de termes le plus élevé du dividende n'est pas exac- 
tement divisible par le groupe le plus élevé du diviseur; 4"* lorsque 
le dernier terme du dividende n'est pas exactement divisible par le 
dernier terme du diviseur, ou que le groupe de termes le moins 
élevé du dividende n'est pas exactement divisible par le groupe le 
moins élevé du diviseur; 5' enfin lorsque, dans le courant de l'opé- 
ration, le premier terme d'un reste n'est pas exactement divisible 
par le premier terme du diviseur, ou que le premier groupe de 
termes de ce reste n'est pas exactement divisible par le premier 
groupe du diviseur. 

II. Lorsqu'il se manifeste une impossibilité dans le courant de 
l'opération, le reste auquel on est parvenu est ce qu'on appelle le 
Te%te de l'opération. Si l'on ajoute ce reste au produit du diviseur 
par l'ensemble des termes obtenus au quotient, on doit reproduire 
le dividende 

Soit, par exemple, à diviser 

12aV+7a^2*— 8a*a:+2a^ 
par 4ar* + 5a*j: — 6a' . 

En opérant comme précédemment : 

i2a»a?5+ la^x^— 8a*aî+ 2a» | 4aa?»+5fl*a?— ea^j 
~12a'jg^— 1 5a^ag*4-i 8o»a? 2ax —2a* 

1" reste — 8a«a5*-hlOa*aj+ 2a«^ 

. + 8a»a?^+i0a^a?--i2as 
2« reste -f20a*œ— 10a» 

on obtient d'abord au quotient les deux termes 2ax et — 2a*; 

puis l'on parvient à un second reste 20a*a? — lOa^ dont le premier 

terme n'est pas divisible par le premier terme du diviseur, puisqu'il 

Alg. s. 3 
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contient la lettre ordonnatrice à une puissance moindre. Il en ré-^ 
sttHe qiiie Ttypiélratîon ne peut s'effectuer éxacietiient, et que le di-' 
videtide est égal au produit du diviseur par ^aœ — 2a* , augmenté 
du reste 2fia*x — lOa^ ; ce qu'il est facile de vérifier, 

48. Nous placerons ici quelques théorèmes de calcul , dont on 
fait assez souvent usage, et qui se rattachent à la division. 

I. Soit le binôme af* — a*" , dans lequel m désigne un 
nombre entier quelconque. Proposons-nous de diviser ce binôme 
par le binôme a; — a. 



+a'aî»«— » — a»» etc. 



-j-a»»— ïaî — a»» 



-fa"'— a"* ou zéro. 



Ces binômes étant ordonnés par rapport aux puissances décrois- 
santes de x^ divisons le premier terme af^ du dividende par 
le premier terme x du diviseur. Le quotient partiel sera x 
affecté d'un exposant égal à la différence entre w et 1 , c'est-à- 
dire ar^"~* . Multipliant le diviseur par ce terme, et soustrayant le 
produit du dividende, on obtient pour premier reste -f-ao?'»"* — o"* . 
Divisons aa?*»^* par x , le quotient sera -j- ax^-^^ , puisque 
rexposant de x devra être diminué d'une unité. Multipliant le 
diviseur par ce terme, et soustrayant le produit du dividende, on 
obtient pour second reste -f- a^af"^ — a"*; et ainsi de suite. 

Or, si l'on examine ces restes successifs, on reconnaît que, dans 
leur premier terme, l'exposant de a va sans cesse en augmentant 
d'une unité d'un reste à l'autre, tandis que l'exposant de x va en 
diminuant d'une unité; de sorte que la somme des deux exposants 
reste toujours égale à m. Il viendra donc un moment où l'exposant 
de a sera devenu m, tandis que x aura disparu; en sorte 
qu'à cet instant on aura pour reste oT" — a"* ou zéro. D'où il ré- 
sulte que : x"* — a™ est divisible par x — a. 

Quant au quotient, il est facile à retenir. Tous ses termes sont 
positifs, et ont pour coefficient l'unité; l'exposant de x va en 
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diminuant d'une unité d'un terme à Tautre; celui de a va èa 
augmentant d'iine unité. Le premier terme est af"^ . Quant au 
dernier, on le trouvera en remarquant que les termes consécutifs 
du quotient ne sont autre chose que les premiers termes des restes 
successifs dans lesquels l'exposant de a: a été diminué d'une 
unité; or, le reste qui précède a'" — a'" , est, d'après la loi des 
exposants, + a**"*a: — a*"; le terme correspondant du quotient 
est donc + a"*-* ; et ce terme est le dernier, puisque le reste 
suivant est zéro. 
On démontrerait d'une manière analogue que : 

II. ar"» — o"» est divisible par x -\-a lorsque m est pair. 

III. ^'"+a'" est divisible par x + a lorsque m est im- 
pair. 

ly. a:"* + a"* n'est jamais divisible par x — a . 
Nous engageons le lecteur à développer lui-même la démonstra- 
tion de chacQû de ces théorèmes. 

§ V. D^ fractions algébriques. 

49. Lorsqu'une division est impossible, on se contente de l'in- 
diquer : pour cela on écrit le diviseur au-dessous du dividende en 
les séparant par un trait horizontal appelé hwrre de division (11). 
Ainsi, dans l'exemple du n"* 47, lorsque l'on est parvenu au reste 
20 a^x — 10o% l'opération ne pouvant être continuée, on indique- 
rait le quotient de ce reste par le diviseur, sous la forme 

20a*a?— iOa'» 



4aaî«+5a»aî— 6a» 



et cette expression serait ce qu'il faut ajouter au quotient déjà ob- 
tenu pour le compléter. 

Une expression de cette forme est<^e qu'on nomme une fraction 
algébrique imdih le sens qu'on attache ici au mot fraction n'est point 
le même qu'en arithmétique. Dans une fraction ordinaire, en effets 
les deux termes sont nécessairement entiers ; dans une fraction al- 
gébrique, au contraire, les deux termes peuvent prendre des va- 
leurs quelconques, entières ou fractionnaires, par suite des valeurs 
particulières attribuées aux lettres qui y entrent. (Ils peuvent 
même prendre des valeurs négatives, mais nous faisons abstraction 
de ce cas dans le présent chapitre.) On ne doit donc entendre par 
fraction algébrique qu'un quotient dans lequel le dividende prend 
le nom de numérateur, et le diviseur celui de dénominateur. 

Le calcul des fractions algébriques a d'ailleurs la plus grande 
analogie avec celui des fractions ordinaires. 
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50. Ortne change pas la valeur d*une fration algébrique en ntuth- 
pliant ou en divisant à la fois ses deux termes par une même 
quantité. 

&ipposOBs, eneffet, pour fixer les idées, que, par suite des va- 
leurs aUribuëes aux lettres qui entrent dans la fraction algébrique, 

son numérateur prenne la valeur ^ et son dénominateur la va- 

7 

leur rj 1 1* valeur de la fraction sera le quotient de ces deux ex- 
pressions fractionnaires, c'est-à-dire 

6Xli 
5X7 • 

Concevons maintenant que l'on multiplie les deux termes - et 

7 4 

TT par une même quantité qui ail la valeur ^ ; ces deux termes 

^deviendront respectivement z-rrx et jrzr^ \ ^^^"^ quotient de- 

o X o 11 X «> 

viendrait donc 

6X4XiiX3 
5X3X 7X4 ' 

ou, en supprimant les facteurs communs 4 et 3, 

6X11 
5X7 ' 

c'est-à-dire que le quotient n'a pas changé. 

On démontrerait de la même manière que le quotient ne change 
pas si l'on divise les deux termes par une même quantité. 

Ainsi les expressions 

36 ' 6a6 ' 6a6— 36* ^ 

sont des fractions «^équivalentes; car on obtient la seconde en mul- 
tipliant les deux termes de la première par 2a , et la troisième 
en multipliant les deux termes de la première par 2fl — h ; ou 
bien on obtiendrait la première en divisant les deux termes delà se- 
conde par 2a , ou les deux termes de la troisième par 2a — h . 

51. Pour simplifier une fraction, il faut supprimer les facteurs 
communs à ses deux termes. Ces facteurs sont faciles à apercevoir 
si les deux termes sont monômes. 

Soit, par exemple, la fraction 

48ag6^a?^ 
60a*6aî6 ' 



Digitized by 



Google 



DES FRACTIONS ALGÉBRIQUES. 35 

on aperçoit sur-le-champ que les deux termes sont divisibles par 
12a*to* ; et, en effectuant la division, il vient 

Si les deux termes sont polynômes, il faut chercher les facteurs 
communs à tous les termes de chaque polynôme, et les mettre en 
évidence (44) ; on aperçoit alors facilement les facteurs monômes 
qui peuvent être communs aux deux termes de la fraction. Quant 
aux polynomesmis entre parenthèses, il arrive quelquefois qu'ilsse 
décomposent à vue en facteurs polynômes plus simples, et que cette 
décomposition met en évidence des facteurs polynômes communs 
aux deux termes de la fraction. 

Soit, par exemple, la fraction 

* 540*6^^—1 08a36*4.54a«6» • 
Le numérateur peut se mettre sous la forme 

ou, en vertu de ce qu'on a vu n® 36. 

3Qa'6\a-\-b)(a—b) . 
Le dénominateur peut s'écrire 

ou, en vertu de ce qu'on a vu au lieu cité 

Ua^\a—bXa—b) . 
La fraction proposée peut donc se mettre sous la forme 

^QaH*{a+b){a—b) 

On reconnaît alors que ses deux termes sont divisibles par 18a*6* 
et par (a — b) ; supprimant ces facteurs communs, il reste 

36(a— 6) ^^ 3a6— 36« * 

L'habitude de ces transformations est d'un grand secours dans les 
calculs algébriques. 

82. Si l'on a une fraction algébrique jointe à une quantité en- 
tière, on peut réduire le tout en une seule expression fractionnaire 
d'après les mêmes règles qu'en arithmétique. En effet, il est clair 
qu'on ne change pas la valeur de la quantité entière en la multi- 
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filiant et en la divisant en même temps par le dënominatear i^ la 
raction; on obtient ainsi deux quantités fractionnaires de mipie 
dénominateur ; et Ion peut les réunir en une seule, en faisant lu 
somme des numérateurs et donnant à cette somme le dénominateur 
commun ; car diviser une somme revient à diviser ses parties et à 
faire la somme des quotients. > « 

Soit, par exemple, l'expression 

4Ô+— ^ ou ibA f=^ , 

on aura successivement 

a a 

OU enfin (36) ^ ^' 

Réciproquement : lorsqu'on a une expression fractionnaire dans 
laquelle, le numérateur et le dénominateur étant ordonnés par rap- 
port aux puissances d'une même lettre, le premier terme du numé- 
rateur est exactement divisible par le premier terme du dénomina- 
teur, on peut opérer une ou plusieurs divisions partielles, qui 
fourniront un quotient partiel entier (algébriquement parlant), et 
Ton complétera ce quotient par une fraction ayantpour numérateur 
le reste et pour dénominateur le diviseur, c'est-à-dire le dénomi- 
nateur de l'expression proposée. 

Soit, par exemple, la fraction 

On a vu au n° 47 que si l'on divise le numérateur par le dé- 
nominateur on obtient pour quotient 3ax — 2a* et pour reste 
20a*a: — 10a* . On pourra donc mettre la fraction proposée sous 
la forme 

Soit de même la fraction 

(a—b)^ a*—1lab+b^ 

a-2b ^^ a-^b 

Effectuant la division, on obtient pour quotient a et pour 
reste 6' ; on peut donc écrire la fraction proposée sous la forme 

6» 



« + 
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elles' diverses transform allons sont au nombre de celles dont 
KAlgèbre fait un plus fréquent uçage, soit dans la solution 
des problèmes, soit dans la démonstration des théorèmes de cal- 
cul. 

53. Pour additionner deux fractions algébriques de même déhô- 
minateur, il suffit évidemment d'additionner les numéràtehrb et de 
donner à la somme le dénominateur commun ; puisque, comme 
nous l'avons rappelé déjà, diviser une somme est la môme chose 
que de diviser séparément les parties et de faire la somme des quo- 
tients. 

Si les fractions à additionner n'ont pas le môme dénominateur, 
on les réduira au môme dénominateur en multipliant les deux ter- 
mes de chacune par le produit des dénominateurs de toutes les au- 
tres, ce qui ne changera pas leur valeur (50). 

Soit, par exemple, à additionner les fractions 

a» — ab a*^ab a* — 6* 
aJ^b \ a—b ' a ' 

Multipliant les deux termes de la première para — b et para, 
les deux termes de la seconde par a -}- 6 et par a, et les deux 
termes de la troisième par a -{' b et par a — A, elles devien- 
dront : 

g»— 2a^+o«6* a»+^a»6+a«6« a^--2a«6f±^ . 
a«— a6« ' a*—ab* ' a^—ab* ' 

ajoutant les numérateurs et donnant à la somme le dénominateur 
commun, il viendra, après réductions, 

a^'-ab'^ • 

Si les dénominateurs des fractions proposées ont des facteurs 
communs, on peut obtenir un dénominateur commun plus simple 
que le produit des dénominateurs. Pour cela, on suivra la môme 
marche qu'en arithmétique ; ayant décomposé les dénominateurs en 
facteurs aussi simples qu'on le pourra, on fera le produit de tous 
ces facteurs simples en affectant chacun de son plus haut exposant; 
on aura ainsi le dénominateur commun. On le divisera par le déno- 
minateur de chaque fraction, et l'on multipliera son numérateur 
par le quotient obtenu. On aura ainsi les nouveaux numérateurs, 
sous lesquels on écrira le dénominateur commun. Les fractions 
étant ainsi réduites au môme dénominateur, on les additionnera 
comme ci-dessus. 
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Soient, par exemple, les fractions : 

MNP 



12a»a;— 12o«6aj ' 18a*6jî+i8a»6»aj ' 24o«aî«— 24a«6«a;« ' 

dans lesquelles M, N, P représentent des numérateurs quel* 
conques. 
Les dénominateurs peuvent se mettre sous la forme : 

V.d.a\x,(a—b), 2.3«.a».ô.^.(a+ô) , 2*.3.aVa^.(a+*)(a— ô); 
on devra donc prendre pour dénominateur commua 

ou 72a«to*— 72a*éV. 

Le quotient de ce dénominateur commun par le dénominateur de 
la première fraction est 2.3. b. x. {a +b) ou 6ate-f-6A*a;; c'est 
par ce quotient qu'il faudra multiplier le numérateur M. 

Le quotient du dénominateur commun par le dénominateur de la 
seconde fraction est 2*. a. x. (a — b) ou 4a*x — iabx; c'est par 
ce quotient qu'il faudra multiplier le numérateur N. 

Le quotient du dénominateur commun par le dénominateur de la 
troisième fraction est 3.a*6 ; c'est par ce quotient qu'il faudra 
multiplier le numérateur P. 

Les fractions proposées pourront donc s'écrire : 

M(6o6a?+66»a?) N(4fl»j?-4a63P) 3o*6P . 

na%x*—na'*b^x* ' 72a<^6x«— 72a*6»a;« ' 72a«(ja;«— 72a*6'aî« ' 

et maintenant qu'elles ont le même dénominateur, il ne resterait 
qu'à faire la somme des numérateurs et à donner à cette somme le 
dénominateur commun. 

M. Pour soustraire Tune de l'autre deux fractions algébriques, 
on commence par les réduire au même dénominateur, on soustrait 
le numérateur de l'une du numérateur de l'autre, et l'on donne à 
la différence le dénominateur commun. 

Soit , par exemple , à soustraire de ^^ la fraction ^^ ; 

ces fractions réduites au même dénominateur deviennent respecti- 

Si du premier numérateur on retranche le second , on trouve 
pour reste iab ; donnant à cette différence le dénominateur com- 
mun, il vient 

4a6 
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55. Pour multiplier Tune par l'autre une fraction algébrique 
et une quantité entière , il suffit de multiplier le numérateur de 
la fraction par la quantité entière et de donner au produit le dé- 
nominateur de la fraction. 

Concevons, en effet, que, par suite des yaieurs attribuées mx 

5 

lettres, le numérateur de la fraction prenne la valeur r et son 

dénominateur la valeur t ; concevons de même que la quantité 

2 
algébrique entière prenne la valeur numérique fractionnaire ^ . 

La fraction algébrique aura pour valeur le quotient de ^ par t ou 

5X4 2 5X4X2 

r-~-;r ; et le produit de cette quantité par ^ sera ^ ^ ^ . 
Multiplions maintenant le numérateur r de la fraction algé- 

2 5X2 

brique par la quantité g ; le produit sera r— ^ ; si nous lui 

donnons pour dénominateur t , le résultat sera le quotient de 

J^ P^r 1 -> o« ^'^^^ Ixl^i ' ^^^^^^^^ 9"* ^^ diffère de 
celui que nous avons obtenu d'abord, que par Tordre des fac- 
teurs, lequel ordre est, comme on sait^ indifférent. 

Soit, par exemple, à multiplier -JCTi ps^r « — *> '^ produit 

ab(a — b) nb(a — b) c ab 

sera , ' ou \ , ... — ^ , ou ennn — rr . 

On aurait pu, au lieu de multiplier le numérateur de la ffaction 
par la quantité entière, diviser son dénominateur : le résultat eût 
été 1^ môme;'. c'est ce qu'on démontrerait facilement comme ci- 
dessus. 

Remarque. Pour multiplier une fraction algébrique par son dé- 
nominateur, il suffit de le supprimer. Soit, en effet, pour plus de 

simplicité, la fraction ^ ; si on la multiplie par A, on aura, d'après 

la règle précédente ^, ou, en effectuant la division indiquée, 

a simplement, résultat auquel on fût parvenu en supprimant le ^ 
dénominateur. 

56. Pour multiplier deux fractions algébriques Tune par l'autre, 
il faut multiplier les numérateurs entre eux et les dénominateurs 
entre eux. 
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Supposons, en effet, que le numérateur de la première, (ra^tjion 
ait la valeur r et son dénominateur la valeur t ; que le nu- 

mérateur de la seconde ait pour valeur t et son dénomina- 
teur ^ . La premiers fraction aura pour valeur le quotient 

5 7 5X4 

de r par T OU j-^ . La seconde fraction aura pour valeur le 
quotient de - par ou ^ . Le produit des deux frac- 
lions a donc pour valeur o^!^»^,, . 
Multiplions maintenant entre eux les numérateurs 3 <^t ^ des 

5X2 

fractions algébriques proposées, le produit sera r^-r ; multiplions 

7 41 7 X i4 

de même leurs dénominateurs i et ^ , le produit sera ^ ^ . 

La fraction algébrique qui aura pour numérateur le produit des* 
numérateurs des fractions proposées, et pour dénominateur le pro- 

5X2 
duit de leurs dénominateurs, sera donc le quotient de jzr^ P^r 

Txi^ ou bien 3x9x7xi? ^' ^^^^^^^ ^°' ^^ ^^^^^^ ^^ ^^'"' 
que nous avions obtenu d'abord que par Tordre des facteurs. 

Soit, par exemple, à multiplier i£:gi par ^^ ; le produit 

sera ^^^^^+^) ou ^^^^^+^^ ou enfin -^ 
^^^^ 2a(a«-6«) ^^ 2a(a+6)(a-6) ' ^° ®^'^" o-ô ' 

La même régie s'étendrait sans peine à un nombre quelconque 
de fractions. 



S7. On démontrerait comme ci-dessus : i^ Que pour diviser 
une fraction algébrique par une quantité entière, il faut multiplier 
son dénominateur par celle quantité entière (ou diviser son nu- 
mérateur si cela est possible). 

Exemple. Le quotient de ^7" par a — b est ^^,^^> ou 

i2±È)i^=i!Û ou enfin S+k "^ ' 

2® Que pour diviser une quantité entière par une fraction, il faut 
multiplier la quantité entière par le dénominateur de la fraction, 
et diviser le produit par le numérateur. 
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ExeïAple. Le t[aôtîent de a*— i* par ^^ est ^^^ ,^« ou 

3^ Que pour diviser une fraction algébrique par une autre, il 
fs^ut laultiplier la fraction dividende par la fraclion divLsejir ren» 
versée. 

Exemple. Le quotient de ■ ^ . — - par ^^ est 

5o6(4a6«— 46«) "" "L^.^M.b^a—h) ^ "** ^" : 26'': ' 

Ces règles sont faciles à reteni^r, puisque, comme on a pu 1q re- 
marquer, elles sont exactement les mêmes qu'en aTilhmètique. 

88, 6i l'on avait à multiplier ou à diviser des expressions algé- 
briques formées d'une partie entière et d'une fraction, oacom*. 
mencerait par réduire la partie entière et la fraction en une seule 
expression fractionnaire (S2) ; on opérerait ensuite comme poui* 
des fractions. 

Soit, par exemple^ à diviser 3a par r— o. Ces deux. 

expressions reviennent à 221^ et ^ . Leur quotient 
,,,A,^,^^:zmL^ ou bien W'^^^^) , ou enfin ^^^: 
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, I « i.i I. . 1 ■■, . . I. I ■■ I ■■ 

CHAPITRE III 

DES ÉQUATIONS ET DES PHOBLÈMES DIJ PREMIBR DEGRÉ 

§ I. Notions générales snr les égaHtés. 

S9. On a vu au n** 14 que pour exprimer que deux quantités sont 
égales, on les écrit à la suite Tune de l'autre en les séparant par le 
si^e =. Deux expressions algébriques séparées par ce signe for- 
ment ce qu'on appelle, en général, une égalité ; et les quantités 
placées de part et d'autre du signe sont les deux membres de l'éga- 
lité. Par exemple, 

a + b=c—d^ (x—a)(x-^a)=:x* — a*, -^^^=5 

. sont des égalités. La quantité a + ô est le premier membre de la 
première; c — d en est le second membre; et ainsi des autres. 

Mais ces égalités sont, comme on va le voir, d'espèces très-dif- 
férentes. 

I. Il peut arriver que, dans un problème où figurent des quantités 
données a^b.c^d^ auxquelles on n'atlribue pas de valeurs parti- 
culières, ces quantités soient néanmoins assujetties, par la nature 
même de la question, à satisfaire à la condition 

a-j-b = c — d: 

cette condition serait plus particulièrement une égalité^ ou une 
simple relation. 

II. L'égalité (œ —a)(x + a)=x^ — a* 

se dislingue de la précédente en ce que, si l'on effectue les calculs 
indiqués, le premier membre devient identiquement égal au second: 



Elle jouit, en conséquence, de la propriété caractéristique d'être 
satisfaite quelles que soient les valeurs qu'on attribue aux lettres 
qui y entrent. Si, par exemple, on remplace x par 2 et a par 1, 
elle donne : 

(2 — 1)(2 + 1) = 2*— 1* ou lx3r=:4 — 1 ou 3 = 3. 
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St l on remplace x par 5 ^ a par 2, elle donne 

(5_2)(5 + 2) = 5* — 2* ou 3x7 = 25 — 4 ou 21=21. 

Si Ton remplace x par g et « par 1 , elle donne : 
/4 .\/4 , .\ /4\* ,. {^1 46 . 7 7 

(3-% + *M3)-*V^^ 3X3^9--* ^^ 9=9^ 

et ainsi de suite. 
Les égalités de celte espèce porlent le nom à! identités. 

III. L'égalité ^=4 

est satisfaite lorsqu'on y remplace x par 11; car 3 fois H fort! 
33; 33 — 1 font 32; 32 divisé par 8 donne bien 4. Mais 
cette égalité cesserait d*étre vérifiée si Tony mettait à la place de x 
toute autre valeur que le nombre 11 . 

On donne le nom d'équation à toute égalité de cette espèee , ex- 
primant une relation entre une quantité inconnue et des quantités 
données, et qui ne peut être satisfaite que par certaines valeurs dé- 
terminées de l'inconnue. 

(Nous considérerons plus tard lecasoù il y a plusieurs inconnues.) 

Remarque. On peut remarquer que les simples relations d'égalité 
deviennent des équations lorsqu'on y regarde comme inconnue 
l'une des lettres qui y entrent. Si, par exemple, dans la relation 

trois seulement des quantités a^b^c^d étant supposées données, 
b^c^d par exemple, on se proposait d'en déduire la quatrième a, 
cette simple relation d'égalité deviendrait une équation où a serait 
l'inconnue. 

60. On peut faire subir aux égalités toutes les transformations 
qui n'empochent pa^ les deux membres de rester égaux; ainsi, on 
peut ajouter une môme quantité aux deux membres, soustraire 
une même quantité des deux membres, multiplier les deux mem- 
bres par une même quantité, diviser les deux membres par Une 
même quantité. 

I. Les deux premières propriétés servent à faire passer un terme 
d*un membre dans un autre^ transformation qui est très-fréquem- 
ment employée. Pour l'effectuer, il suffit d'effacer du membre où il 
était le terme que l'on veut changer de membre, et de l'écrire dans 
l'autre avec un signe contraire à celui qu'il avait. 

Prenons pour exemple l'égalité 

a + b^zc-^d , 
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el supposons, qu'onveoillefait^ pusserle tenbe 6 datlè'ié'k^é6^d\ 
membre. Si, d'abord, on l'efface dans le premier, comme if ëcàtt ' 
additif, on diminue ce membre delà quantité 6; pour ne pas trou- 
bler l'égalité, il faut donc diminuer aussi le second membre de 6, 
ce qui se fera en écrivant — b. On aura ainsi ... 

az=LC — d — b . 

Supposons me^intenanl qu'on veuille faire passer k terme A âa 
second membre dans le premier. Si d'abord on l'efface dans le se- 
cond, comme il était soustractif, on augmente ce second membre 
de la quantité d\ pour ne pas troubler l'égalité, il faut donc aug- 
menter aussi le premier membre de if , ce qui se fera éû écri- 
vant -+- ^ ; ©t l'on aura 

a-|-rf = c — b : 

Ainsi , pour faire passer un terme d'un membre dans un autre, il faut 
changer svn signe. 

Remarque. Cette faculté de faire passer un term^ d'un membre 
dans un autre, permet de réduire entre ei^x les termes semblables 
qui se trouvent dans les deux meml^res. Ainsi l'égalité 

peut s'écrire 3a^—6ab+b^—ia^—2ab+lSb^= 
ou, plus simplement, o*— 8aA-[-16ô*=0 . 

Lorsqu'un même terme se trouve dans les deux membres avec le 
même signe, on peut le supprimer de part et d'autre; car cela re- 
vient à retrancher une même quantité aux deux membres si ce 
terme est additif, ou à l'ajouter aux deux membres s'il est soustractif . 

61. II. La troisième propriété, qui permet de multiplier les deux 
membres par une môme quantité, sert à faire disparaitre les déno^ 
minateurs lorsqu'il y en a. Pour cela, on commence par réduire 
tous les termes de l'égalité, tant entiers que fractionnaires, au 
mêiLe dénominateur (^8,53) ; il est alors permis de supprimer ce 
dénominateur, car cett^ suppression revient à multiplier tous les 
termes de l'ègalîtè, et par conséquent les deux membres , par ce 
dénominateur même (55, Rem.). 

Soit, par exemple, l'égalité 

a =c4— : 

a » c ' 
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en , ré4iiiâ^n<^. tous ..les termes au méitte dënomiiiateur^»), on a 
d'abordj . . 

i • fl^ 6^ ae*,ad^ 

; . -ac oc oc ' ôc ^ 

et, en supprimant le dénominatear commun, ce qui revient à 
multiplier les deux membres par ac, il vient 

kiiïsi^ pour faire disparaitre les dénominateurs d'une égalite\ il 
suffit de réduire tous tes termes au même dénominateur^ et de sup- 
primer ensuite lé dénominateur commun, 

es. m. La quatrième propriété, qui permet de diviser les deux 
membres par une même quantité, sert à supprimer les facteurs 
communs aux deux membres, quand il s'en trouve. Cette suppres- 
sion simplifie les calculs. Soit pour exemple Tégalité 

4a'— 8a^6 + 4aA*=6a**— 6ô^ ; 

si Ton met en évidence (44), dans chaque membre^ les facteurs 
communs à tous les termes, il vient 

• 4a(a*— 2a6 + 6*)— 6ô(fl* — **) , " 
ou id(â — by=m(a + b){a — b). 

Sous cette forme, on voit que les deux membres sont divisibles 
par 2 (a — b) . Effectuant cette division, il reste Tégalité plus simple 

2a(a — 6) = 36(a + 6), 
ou ^a* — 2ab == 3ab + 3i^ 

63. Ces diverses transformations s'appliquent aux équations 
comme aux autres espèces d'égalités. On peut démoaCrer, de plus, 
que, sauf certaines restrictions, que nous aurons soin de signaler, 
elles n'altèrent pas lesvaleursde l'inconnue, c'est-à-dire celles qui, 
mises à la place de l'inconnue, rendent le premier membre égal au 
second (59, IIl). 

Les équations^ qui, sous des formes dijBférentes, sont néanmoins 
satisfaites par les mêmes valeurs de l'inconnue, sont dites équiva- 
lentes. 

On peut d'abord, sans changer les fmleurs de Vinconnue^ ajouter 
une même quantité aux deux membres. 'En effet, soit, par exemple, 
l'équation 

ax^ — bx=cx — d; [l] 

ajoutant aux deux membres une même quantité m, nous curons 

(ax^ — bx) -{-m^=(cx'-'d) + ^ ? [2J 
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équation ôft noud avons à dessein enveloppé de pârcnlhùses les 
membres de Téquation primitive. Il est clair que si une certaine 
valeur attribuée à 2r Satisfait à Téquatton [1], elle satisfera aussi 
' à Inéquation [2] ; car les quantités entre parenthèses étant égales de 
part et d*aulre, puisqu'on suppose l'équation (!] saltlsfaite, ces 
quantités, augmentées chacune de m, sont encore égales. Récî- 
|)roquemettt : si une certaine valeur mise pour x vérifie Téqua- 
tion [2], elle vérifiera aussi l'équation [I] ; car, pour qoe les deux 
membres de l'équation [2] deviennent égaux, comme ils ont une 
partie commune w, il faut que les parties non communes 'misés 
entre parenthèses deviennent égales elles-mêmes ; or, ces quan- 
tités ne sont autre chose que les deux membres de l'équation [f]; 
donc cette équation est vérifiée. Les deux équations [1] et [2] ad- 
mettent donc exactement les mêmes valeurs ; ce qui démomre la 
proposition énoncée. 

On démontrerait de la même manière que /'on /}^«tt,s/inj changer 
les valeurs de Nnconnue, retrancher une même quantité aux de\ix 
membres. 

Il résulte de ces deux propriétés que /'on peut^ sans changer les 
valeurs de ïincomvae^ faire passer un terme d'un membre dans im 
au^r^ [en changeant son signe, comme il a été dit plus haut (60, 1)]. 

64. On peut^ sans changer {en général) tes valeurs de V incon- 
nue^ multiplier les deux membres d'une équation par une même 
quantité. 
Soit encore l'équation 

oo:* — bx=Lcx — d . \V\ 

; , ^n inuttipliant les deux membres par une même quantité m.. 
on obUenl, 

{ax^ — bx)m^(cx — d)m. [2] 

Si une certaine valeur mise pour x satisfait à l'équation [1], 
elle satisfera à Téquation [2] ; car les deux membres de l'équa- 
tion [1] devenant égaux, il en est de même des facteurs entre pa- 
renlhèses dans les deux membres de l'équation [2] ; et comme le 
second facteur m est le même de part et d'autre, les produits 
sont égaux; c'est-à-dire que l'équation [2] est vérifiée. 
. Réciproquement : si une certaine valeur mise pour x satisfait 
h l'équation [2], c'est que ces deux membres deviennent égaux; et 
comme ils ont le facteur commun w, il faut que les facteurs 
entre parenthèses deviennent égaux. Or ces facteurs ne sont autre 
chfose que les deux membres de l'équation [1] ; donc cette équation 
est vérifiée. ' 

• 'Les équations [1] et [2] sont donc satisfaites par les mêmes va- 
leurs de x^ ce qui démontre la proposition énoncée. 
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DE U SOUSTRACTION 13 

entre paren(hèse& tous les termes qu'on regarde comme composant 
ie polynôme ajouté ou soustrait, et Ton fait précéder ces paren- 
thèses du signe + dans le premiçr cas, ou du signe — dans le 
second. Mais, afin d'avoir égard aux règles données (27, 30) pour 
Taddition ou pour la soustraction des polynômes, si l'on met -^ 
devant les parenthèses, oti écrit les termes entre parenthèses chacun 
avçc le signe qu'il avait; tandisque'siTonmet — devant les paren- 
thèses, on écrit les termes entre parenthèses, chacun avec an signe 
contraire. Si, dans la suite des calculs ou des raisonnements, on 
vie^t à supprimer les parenthèses, c'est-à-dire à effectuer réitéra- 
tion indiquée sur le polynôme qu'elles renfermaient, ses termes con- 
servent leur signe si les parenthèses étaient précédées du signe -|- 
et chacun d'eux en change au contraire si les parenthèses étaient 
précédées du signe — . Dans un cas, comme dans Tautre, on re- 
produit ainsi le polynôme total, tel qu'il était. avant Tintroduciion 
des parenthèses. 
Soit, par exemple, le polynôme 

a + ft— c + ^— ^+/ — ff + A . 
On pourra l'écrire de chacune des manières suivantes : 

a-\-(b-c + d-é + f-o + h) , 
a^b-(c-d + e-f+g-h) , 
a^b-c+(d-e+f-g + h) . 
a+h-c+d-{e^f + g-h) , 
etc. , 

et, en supprimant les pnrenthèses, c'est-à-dire en effectuant l'ad- 
dition ou la soustraction indiquées, on reproduira le polynôme pri- 
mitif 

a-\-h — C'\-d — e'\-f—g-\'h . 
§ III. De la multiplication. 

32. D'après les restrictions établies au commencement de ce 
chapitre, le but que nous nous proposons dans la multiplication 
algébrique sera le môme qu'en arithmétique; c'est-à-dire qu'étant 
données deux expressions algébriques, monômes ou polynômes, 
nous chercherons à en former une troisième dont la valeur numé- 
rique ou^ absolue soit le produit des valeurs absolues des deux pre- 
mières. 

Supposons donc d'abord que les deux facteurs soient deux mo- 
nômes , par exemple Sa^6*ar et 3a*6j/* 

Alo. s. 2 
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16 OPÉRATIONS 1?0NDÀMENTAf.£S : 

' Le'pnemier tooaome bê^b*x représente le» résultat qd'ôki ob- 
tiendrait en mullipHant 5 par le produit de trois facHenrs èg^àx 
à«tt,pui& en multipliant le résfuUatde cette première multiplJca^ 
lion par le produit de deux facteurs égaux à ô, et en multipliant 
enifln te résultat de celle Seconde multiplication par le facteuk» a^. 
Or, on a vu en arithmétique que multiplier un nombre par im çrcf- 
duii de plusieurs facteurs revient à multiplier ce nombre successi- 
vement par chacun deces facteurs; et ce principe subsiste pou^ les 
quantités fractionnaires comme pour le» nombres entiers. Le mo- 
nôme 5a'fr*a? pourra donc s'écrire , 

^Xaxaxaxbxbx^ 
De même, le monôme 3a*6y* pourra s'écrire 

3xaxax*xyxy . . .: 

Eti en vertu du principe déjà invoqué ci-dessuâ, bn oHiemdra le 
produit demandé en multipliant le premier monôme successlvemeftt 
par chacan des facteurs du second, ce qui donnera 

5xaXaXaX6xSxa7X3xaXax6Xî/X^ , 

Mais dans un produit de plusieurs facteurs, entiers od fraction^ 
naires, on peut intervertir Tordre des facteurs sans changer' le pro- 
duit. On pourra donc, en rapprochant les facteurs égaux, écrire le 
produit de la manière suivante : 

.. Sx3xaXaXaXaXaXtX6x6xa:XyXî^. 

Le produit de 5 par 3 est 13. Ce produit doit être multiplié suc- 
cessivement-par cinq facteurs égaux à «, ce qui revient à le mul- 
tiplier par le produit effectué de ces cinq facteurs, ou par â*. On 
aura donc ainsi 15 X «^ Ce produit doit être multiplié à son tour . 
successivement par trois facteurs égaux à 6, ce qui revient à lé 
multiplier par le produit effectué de ces trois facteui-s, ou par 6^. On 
aura ainsi 15Xa*Xft'. Multipliant par x, il vient l^xa^Xb^Xx, 
Multipliant enfin successivement par. deux facteurs égaux à y, ou, 
ce qui revient au même, par le produit effectué de ces deux fac- 
teurs, ou par y*, il vient enfin 15 x a' X 6^ X a? X y* ; ou en 
supprimant les signes de multiplication : 

^5a^b^xy^ . 

On voit 1® que le coefficient 15 du produit est le produit des coef 
ficifentsSet 3 des deux facteurs monpmes; 2^ que toutes les lettres 
qui entrent dans Tun quelconque des deux facteurs entrent au 
produit ; 3*^ que rexposant 5 de la lettre a au produit est Ta 
'somme des exposants 3 et 2 qu'elle avait dans les deux monômes; 
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4?jqBi? illçxpp?f^ut^3 (îe U JeUre b au produil e^t ja comme ides 
jB;^pa$anls â ^t 1 qu'aile aTait dans les^ deux monoiBes ; 5^ que 
Je (auteur 07^ qui B'entre qu'au multiplicande, entre au pçodqit 
)aifeç.lei,,même,expoj^aût 1 ; 6^ enfin que le facteur y^, qui 
n'entre qu'au multiplicateur^ entre, au prcduit avec le.méma (sxp^y- 
^mi 2 . . . 

De là cette règle : Pour multiplier Vun par l'autre deux montm^B 
p0sitif^^ il 4wt faire le produit de^ dei^x coefficients, écrire à la 
mite toutes les lettres gui entrent diaus les deux facteurs mononm^ 
et affecter chacune d'elles d'un exposant égal à, la somme de ceuas 
quelle a dans ces deux facteurs. (En appliquant cette règle, on voit 
que toute lettre qui n'entre que dans l'un des deux monômes entre 
au produit avec le m^me exposant. ) : • î 

Exemple. Le produit de 7â^6'cd* par iab^dx^ est 2Sa^b^cd^x^ . 

- RtiMAHOi^s; I. Il résulte de la règle de la multiplication des ma- 
nonves, que le degré (21) du produit est la somme des degrés dep 
deux monômes facteurs. Ainsi le degré de 5«'6*a? étant 6 , et le 
degré de ^a^by^ étant 5 , le degré de leur produit 15rt^6Vy*est 
6 4" 5 ou 11. De même le degré de "Ja^b^cd^ étant 11 , et le 
degré de 4fl6*rfa?* étant 7 , le degré de leur produit ^Sa^b^cd^aé^ 
est H + 7 ou 18 . 

II. Lorsque les deux monômes sont égaux, leur produit est ce 
qu'on appelle le carré de l'un d'eux. D'après la règle qui précède', 
le coefficient du produit est le carré du coefficient de l'un quelcon- 
que des facteurs ; et l'exposant de l'une quelconque des lettres du 
produit est le double de l'exposant de la même lettre dans l'jan 
quelconque des facteurs. Ceci revient à dire que, pour former l^ 
carré d'un monôme^ il faut faire le carré de son coefficient, et doubler 
les exposants de toutes les lettres qui y entrent. 

33. Soit maintenant à multiplier un polynôme par un monôme, 
par exemple a+* — ^ P^^ *^- Les lettres a, 6, c, m représentei^t 
des quantités numériques entières ou fractionnaires. Pour fixer les 
idées et faciliter le discours, supposons que le multiplicateur mo- 
nôme m ait pour valeur-; la multiplication aura pour but âe 

prendre les x du multiplicande. Si celui-ci se réduisait à a + 6, 

on obtiendrait évidemment le produit en prenant les ^ de a , puis 

les| de 6, et en faisant la somme des produits partiels obtenus ; c'est- 
à-dire.qu6 le produit total s'obtiendrait en mqUipliant sêparéia^nt 
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pi!Ojiuîitî;obtenu am^rbi^e^t donc tarop.gçî^odiAes.g.d^ ^.9ijj%pù* 

pt*èflti^tîr/»i ; pour lui rendre sa' véritàbie taWur, i( faulidbaojem 
retrancher Cl» , ce qui donnera ' . i: : • ju 

■■' \. • aw + âi» — cm . ,. ;.. . .....; ..r-....,,. 

^jtonimè on pourait réçéîèr ie même ratsonnemeiit pou r^ cira ij[uc^ 
lermQ s^ouslractif, on voit que pour faireje prodiiit if un polifnothj^^' 
paruninonome (positif), il faut multtplkr séparément chaque tem^^ 
Aumlymrne multiplicande par le monôme multiplicateur^ en donnant' 
à chaque terme du produit lé signe du terme du multiplicande qiii Ta 
fourni. ^ ' ' ' ' 

Ainsi le produU de Sax^ + 3a*a: — 4a' par 6a^bx 
serait 30o»*x'*+18rt*6x* — 24a'*a: . 

I>e m^e, le produit de Sa^ô— 2a*ôV+5a6^,rr /^* par 4p5*.ç^ 
serait. ^2a'b'e — Sa^b'c+(Oa^6^c — ^ia6'^. ^'^^^ 



z-* 



34. Soit enfin à multiplier un polynôme par un polynôme, p^* 
eJœmpiB^ — *para — rf pour plus d» simplicité. . - --. ,,r. 
jLejprodiiit de deux quantités, eatièi:ess»oafractioiiQ.iires, ros^t . 
le même, quel que soit l'ordre des deux facteurs, nouspourroni^ftopi ! 
poser qu'on ait à multiplier c — d par a — b . Représenjoi)^^ 
a — b par m , nous aurons. à multiplier c^rd par m , ce qu,k; 
. donnera, en vertu de la rè^le ci-dessus, cm—dm. Ceci revient à 
me — mrf ou à (a — b)ç — (a — b)d. Mais (a — i)c équîtaut* h; 
acrrbc , etî(a— 6)rf équivaut à ad — bd. En opérant la sous-;: 
tracùoû indiquée, on aura donc pour résultat final 

i 

ac — àc — ad + bd . ^ 

,jEp examinant ce résultat, on voit qu'il contiennes produits par- ^ 
lipJ,^, de.çh^^^e. .terme du multiplicande a — b pour chaque tèi'me ' 
du fnuUipljçatieurc — fjf. Quant au, signe dontcnaq^^ produit par-' 
tiej est affecté, on remarque 1® que les termes a et c , qui avaient 
(oa, étaient, censés avoir) le signe -rf- , ont dpnné un produit; âç/ 
qui.ifigUTe au résqUat avec le signe + ; i^ que les termes J et '^'/' 
dunl l'un ftyait le signe — et Tautre le- signe -f > <>ut foiirrii' a!à^I 
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résiliât le' ièiW^'hégaiif — fe ; 3^'qué'les térinfes tf cïd.^dmt 
l'\in avait Ile signe 4- et Tautre le signe. ^,. ont foorai aâiiwa^» 
tajL 1q tfirmç n^aitU r^ ad,; 4^.epfin que |e§ termes ^.et d^ (jui 
avçieol tpus fiçux J^esijgqb — » ont fpuraiaii résultai, le terme! 
positif -^ bd- 

' EiiVés\iiiiàïit, oh vôi!quedeu?t termes 4é même sîgnri ôntdônné 
un-jM-oduil posiijf,» et qîie dwx ler^nes de signq çoi^^yme ^Rlj^ané^ 
un produit négatif. . U . i .. ■ /i 

Les mêmes raisonnements appliqués à deux polynômes quel- 
conques montreraient que ces règles Wnt générales, et que deux 
termes ; dç , même sig^ne donnent toujours un produit affecté du 
5fjjfn^ 4-.V <st !^^ dfiux termes de signe cààtrair^e dànnètit Hk prb-. 
duit^fp^cté (in signe -^. C'est en cela que consiste ce qii'on ap-' 
pelle \dk règle des signes dans la multiplication. ' '\ ' . |^ 

On Vé^iionce quelquefois en disant d'une mani^^e abrégée qu'e; 
-f- multiplié par + donne -1- • ' ^.' 

, + . .. - - '" "' 

■ ^ 'i- ' ■ -■•;''+>•.: • . u^;-. 1 .1 ; .../ 

On dira donc que, pour multiplier deux polynômes l'un par tati- 
irelil faut iàutlipUèr chaque terme du inùU^mnde pêr ^aqUe 
terme dumultipliaateu^^ en ùyant, égard à to règle, 4fis\signes. 

Si le résultat présente des termes semblables, on en opère la ré- 
duction, . . V V 

3». Soit, par exemple, à multiplier 8oA^—3a*jt:*^- 4a'* ^-n«^' 
par 605?* — 2«*a? + ào^: On disposera \m calculs de la infi|niè^e 
suivante : :• m : îi ^I 

Muïtiplîcande* 5âfar®— 3aV— 4«®^+â* ^ ^ ' • 1 

Multiplicateur ^ax^—'ia^x 4-3a^ • ; » 

l?*" produit partiel 30rt V— 18a V— 24a*a:^+6a V '• ' *^ 

2^ » _10aV+ 6a*^'+8aV— 2àV'^ "' 

3« » + 1 5a'^^— Qg'a:^— 1 2>7'^gr-^3a'^ '-^ 

Produit total rédui 1 30a V— 28a=^a:*— âa*a:^+5a V— 1 4a'*a:-i-3a*' ' ' 

On écrit d'abord le multiplicande ; on écrit au-dessous le multi- 
plicateur ; on lire un trait horizontal au-dessous du multiplicateur. 
On fait le produit du multiplicande par le premier tei-mé fiùiijiiiWV 
plicaleur ; c'est le premier produit partiel, qti'bnëcî^îî^àu-diéfedhïè^^^ 
dutraithorizontal. On fait le produit du toùltîplicànde pair lie fe^côhd *| 
terme de multiplicateur; t'est le second produit partiel qu'on^ 
écrit' au-dessous du preinier. 0:i obiîeiit ainsi autant de pi-oduïts' ' 
pli^rlielsqully a dé termesau multiplicateur. Au-dessousdii'défriièk»!' 
produit partiel, on tire un second trait hbrizotî'tal; et aù-dcsi^ûs'Se'^ 
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2\y OPÉRATION^ FONDAMENTALES : 

ce trait on écrit le produit total, c'est-à-dire la somme desprtdiilts 
partiels, somme dans laquelle on effectue, Vil y a lieu, la réduction 
dés termes semblables. 

irconvient d'ordonner (24) le multiplicande, le multiplicateur 
et le produit total par rapport aux puissances d'une même lettre; 
les calculs ayant alors plus de sym^rif» sant plus faciles à vérifier. 
Il convient aussi d'écrire chaque terme d'un produit partiel au-des- 
sous du terme semblable, s'il y en a, dans le produit partiel précé- 
dent ; la réduction des termes semblables se trouve ainsi facilitée ; 
il est aussi plus facile d'ordonner le produit total, 

36. Nous placerons ici trois produits dont on fait un fréquent 
usage en Algèbre, et qui fournissent autant de théorèmes de calcul. 

L a+b 

a + b 
a*4- ab 
■4- ah + b' 



a'-{-iab+b^ 
Il en résulte que l'on a 

(a-{-*)' = a» + 2aé-f-A* 

c'est-à-dire que le carré de la somme de deux quantités renferme 
le carré de la première^ plu$ le double produit de la première par la 
seconde^ plus le carré de la seconde. 

(On se rappelle qu'en arithmétique on nomme carr^' d'une quan- 
tité le produit de cette quantité par elle-même.) 

II. a—b 

a — b 

a^ — ab 

— ab + by 
' a'—iab + b'^ 

II. en résulte que l'on a 

(a— *)* = a' — 2aA + d* 

c'est-à-dire quefe carré de la différence de deux quantités renferme, 
le carré de la première, moins deux fois le produit de la première par la ' 
seconde, plus le carré de la seconde. 

m. a-i-à 

a—b 
a*-\-ab • 1 

— ab — b'- ■ .r. 
a' —b'- 
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Il ea.rés^Itç que. Ton a . , 

c'est-à-dire que le produit de la somme de deux quantités par leur 
différence^ éq^uivaut à la différence de leurs carres. 

37. Remarques. I. Si le multiplicande et le multiplicateur soiU 
homogènes (83), le produit est lui-môme homogène. Car chaque' 
terme du produit ^'obtenant en multipliant un terme du mullipli*- 
cande par un terme du multiplicateur, le degré de ce terme du pro- 
duit est la somme des degrés des deux termes qui lont fourni (352)^ 
c'est-à-dire la somme des degrés du multiplicande et du multipli- 
cateur, puisque ceux-ci sont homogènes. Tous les termes du pro- 
duit sont donc du môme degré, c'est-à-dire qu'il est homogène. 

On voit de plus que son degré est la somme des degrés des deux 
polynômes facteurs. 

Ainsi, dans l'exemple donné au n^3S, le multiplicande est ho- 
mogène et du 4« degré, le multiplicateur est homogène et du 3® 
degré, le produit est homogène et du 7® degré. 

38. IL Par suite des réductions qui s'opèrent entre les termes 
semblables, certains termes du produit peuvent disparaître; c'est 
ce qu'on voit dans l'exemple III du n" 36. Mais il y a toujours au 
moins deux termes qui ne disparaissent pas : ces termes sont, si 
le multiplicande et le multiplicateur ont été ordonnés par rapport 
aux puissances d'une môme lettre, le produit du premier terme 
du multiplicande par le premier terme du multiplicateur, (et le 
produit du dernier terme du multiplicande par le dernier terme 
du multiplicateur. 

En effet : si, pour fixer les idées, on suppose ces polynômes or- 
donnés par rapport aux puissances décroissantes d' une môme lettre, 
le premier terme du multiplicande et le premier terme du multi- 
plicateur contenant chacun la lettre ordonnatrice à une puissance 
plus élevée qu'aucun des termes qui suivent, leur produit contien- 
dra cette môme lettre à une puissance plus élevée qu'aucun autre 
terme du produit, et ne pourra conséquemment se réduire avec 
aucun autre. De môme : le dernier terme du multiplicande et le 
dernier terme du n^ultiplicateur contenant chacun la lettre ordon- . 
natrice à une puissance moins élevée qu'aucun des termes qui pré- 
cèdent, leur produit contiendra cette môme lettre à une puissance 
moins élevée qu'aucun autre terme du produit, et ne pourra' en 
conséquence se réduire avec aucun autre. Tels sont, dans la multi- 
plication du n® 35, le premier terme 30a V du produit et le der- 
nier -f-3a'' . 

Quelles que soient les réductions qui s'opèrent, il restera donc 
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^. 0PÉIUTIQN3I WQWM^»lXhm : 

au moins iâeii^ tei^mes au produit. La anlliplicaiitmsaiYadOte offre 
un eKomplo 4u cas.oii il ne reste que ces <d6QK termes. . 

a — b . j ~ . . > 

a'+a'b^-^a'b'4-a^b^-ià'b''^ 

\... .■ .... ......•: ■ a^-^6* '" ■ ■-• •■■: •^•;'- 

.30, lit/ Jl'pemt'arciver que plusieurs termi^s du muUij^iaw»^ 
contiennent la le^rç ordonnatrice avec le ui^me;e;xpû3^nt; f^xi pvv 
dopne. alors ces termes entre eux. par rapport à, uneseoofti^JiÇttre^ 
compie on Ve^ vu (24) J Joà mên^ c^^cç^stanc^ peut sç; présente^, ^il 
niuïtiplicatpu^. . 

On écrit ordinairement les termes d'^in méflie groupe (34) 4pps 
une même colonne yeriicale, afin de mieux distiqgn^ les différents 
groupes. La multipijcatioQi s'effeçtuç d'aillieur^ . comme à r^rdi- 
ni^re. .... 

ExfliiPLE. 8fl*a:*+eû*»ar— '4»*** ' ' 

— 2fl6a:« 

3ax — kab 
+ibx 

/ . . : ^4^V+ 8a»6V • • 

9a V — 12fl«6a:» — 12a*6V+16a'6* 
— 4aA';r»+26a*6 V— 32a*A^j? 

^ ■• ^ •• ••• +12aèV "',;'' 

^ Lorsque, comme dans l'exemple précédent, il y a au maltipli- 
cfinde etau multiplicateur plusieurs termes affectés delà plus haute- 
puissance de la letl^e ordonnatrice, on peut remarquer que le pro» 
duit de ces deux groupes de termes donne le groupe le plus! 
élevé (i24) du produit; c'est-à-dire que les termes provenant de la 
n^ultiplication de ces deux groupes peuvent bien se réduire eqtre 
eux, majs ne sauraient se réduire avec ceux qui proviennent desi- 
groujges suivants, attendu qu'ils contiennent la lettre ordonnatrice 
prlc^cf pa}fî;^Yieç, jun plus haut exposant. Ainsi, dans, l'exemple ci-r 
dpssus, |ês!texmei$ 3aV*-^ 2abx^, du multiplicande, et les tenue»; 
3a^+ 26a: du multiplicateur, ont fourni au produit guatretecmesL 
qui. se sont réduits à deux 9a V — 4aftV ;. mais ces. termes.: 
n'aiiraient pu se réduire avec les autres qui eontienae&t.tottstla * 
lettre ordoppatrjce:a?av£Q un exposant jpapindrç que .3 . . ;; 
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? iba BiéMnotc^OBBî^Jzrati llens'ily avait au «mkiplioaade et avi mhl^ 
tiplicateur plBsievrBAermas affe^és de la moindriis pUis^HKîè de li^ 
lettre ordonnatrice ; ces de^if x ;grpapeis |ij[e. teripes 4PP^f aient Iç 
groupe le moins élevé (84) du produit., , 
Ces remarques nous seront bientôt utiles. 

40. IV. On "a vtf/en ariltbmètiquie, et nous avons déjà rappelé, 
qu'un produit de facteurs entiers ou fractionnaires ne change pas, 
dans quelque ordre qu'on effectue les multiplications. Les (quantités 
ïïkmmes oti poffynomes que nous considérons jusqu^ici'ii'étant, 
d'iftprès lès rei^rictrorts établies au comînencemerit de ce chapitre!^ 
que'désq^dantilês niimérlques, on peut leur appliquer le même' 
^ricipe:€!tette remarque fournît un moyen d^ vérifier une muitî- 
plication algébrique ; il suffit de la recopxmencer en prenant le 
mtrliîpKcatettrpôtirmultrpficîinde et le multiplicande pour multi- 
plicateur ; le produit doit rester le même. On pourrait encore re^ 
cdBMnénojerFt^pêration en changeant de lettre ordonnairfcè. 

Mais il est préférable d'acquérir de bonne heure assez d'habifudé 
di} calcai pour pouvoir sa passer id« ces ^rtes de vërificaftioQ»/ J 

§ IV. De la division. 

41. La division^ en algèbre comme en arithmétique, est une 
opération par laquelle, étant donné un produit de deux facteurs et 
l'un de ces facteurs, m se propose de retrouver le second facteur. 
Le produit donné est le dividende, le facteuif donné est le diviseur, 
le facteur cherché est Iç quotient. 

Soitd'abdrdà diviser un monôme (positif) par un autre monôme 
(également positif), par exemple l^a^b^xy^ par 5aVa? . 

D'après les règles de la multiplication des monômes (32 j le coef- 
ficient 16 dtt dividende a été formé en multipliant le coefficient 5 
du diviseur par le coefficient inconnu du quotient ; on obtiendra 
donc ce eoefficient inconnu en divisant 15 par 5, ce qui donne 3 . 
Le quotient ne peut contenir aucune lettre qui ne soit pas au divi- 
dende. Or, l'exposant 5 de la lettre a au dividende est la somme de 
l'exposants de la même lettre au diviseur et de l'exposant inconnu 
de cette même lettre au quotient ; on obtiendra donc cet exposant 
inconnu en retranchant 3 de 5, ce qui donne pour le reste 2, et 
montre que le quotient doit contenir le facteur a^K De mêmç, ' Tei- ' 
posant 3 de la lettre b au dividende^ est là somme de rèipôsant . 
2 de cette même lettre au diviseur et de l'exposant inconnu de cette 
mômelettreau quotient; on obtiendra donc cet exposant inconnu^ 
enî retranchant 2 de 3 , ce qui donne pour reste 1, et montre*; 
que le quotient contiendra le facteur b . La lettre x- entrant avec 
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24 OPÉRATIONS FONDAMENTALES I 

le même exposant au dividende et au diviseur, ne saurait entrer a^. 
quotient. La lettre y n'entrant pas au diviseur, doit entrer an quo- 
tient avec le même eTLposant qu'au dividende. Le quotient sera donc 
3^%* .Et, en effet, en multipliant 5a'6*z par 3a%* , on re- 
trouve bien 15a^i'a:y* . 

De là cette règle : Pour divwr deux motiomes (positifs) /'un par 
r autre, divisez le coefficient du monôme dividende par le coefficient Ai* 
monôme diviseur y vous obtiendrez le coefficient du monôme quotient.' 
Examinez, successivement chaque lettre du dividende.. Si elle est com- 
mune au dividende et au diviseur ^ et que son exposant au dividende, 
surpasse son exposant au diviseur , écrivez-la au quotient avec un expo- 
sant égal à la différence de ces exposants. Si elle a le même exposant 
au dividende et au diviseur, dispensez-vous de récrire ou quotient. 
Si elle n'entre qu'au dividende^ écrivez-la avec le même exposant au 
quotient. 

Exemple. Le quotient de 2Sa^^cd^x^ par Ic^h^cd'^ est iab^dx^ . 

42. Remarques. L La division serait impossible : 1^ si le diviseur 
contenait une lettre qui n'entrât pas au dividende ; 2* si une lettre 
avait au diviseur un exposant plus élevé qu'au dividende ; 3® si le 
coefficient du dividende n'était pas exactement divisible par le coef- 
ficient du diviseur. 

IL Lorsqu'une lettre entre au divrdende et au diviseur avec le 
même exposant, si on lui appliquait la même règle qu'aux autres 
lettres, on devrait l'écrire au quotient avec un exposant égal à la 
différence des exposants qu'elle a au dividende et au diviseur, c'est- 
à-dire avec l'exposant zéro. Ainsi le quotient de l^a^b?x par 3a^b 
serait Sa^bx . 

Or, nous avons vu que le quotient doit être ^bx ; le symbole a® 
représente donc un facteur qui n'altère pas ie produit ; c'est-à-dire 
qu'il représente l'unité. 

On se sert quelquefois de ce symbole pour conserver au quotient 
la trace d'un facteur du dividende qui disparaîtrait sans cela. Mais 
il faut bien se rappeler qu'une expression telle que a^ est le sym- 
bole de l'unité,, ou que a^ est égal à 1 . 

43. Soit maintenant à diviser un polynôme par un monôme (po- 
sitif), par exemple, 30a^fta?* -)- 18 a*fta?^ — 24 a^topac 6a^x . 

Le quotient sera un polynôme, car le produit d'un monôme par 
un monôme serait un monôme. Or, on a vu (33) que le produit d'un 
polynôme par un monôme est un polynôme composé du même 
nombre de termes affectés des même signes, et qu'ils s'obtiennent 
en multipliant respectivement chaque terme du polynôme multi- 
plicandeparlemonome multiplicateur. On formera donc le quotient 
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dèmâflàfteh dïvî^ant chaque tet-mè du polynôitie dividende par le 
moHiiaÉle diVî^eur, et affectant chaque terme du quotient du Tnêmc* 
sîgne qbe je terme dà dhridende aui Ta fourni . - 

■ Le'^uotlent de'30dr^&ar* par oa^bx est 5ar* ; on l^écrira au 
quotient total, où il sera censé avoir le signe +» attendu qu'il 
sèW fe- premrei'. Le quotient de I8a*bx^ par Ga^x est 3a*x; on 
l'i!feri^a avec lé signe -f- à la suite du premier terme du quotient 
total.' Le quotient de 24a*topar 6a^bx est ia^ ; on t'écrira avec 
le^îg^rie — à la suite des deux premiers termesdu quotient total. 
Le qtiotiiant complet sera ainsiSa^* -f- 3^*^ — 4^1^- On peutvérifier, 
en effet, qu'en multipliant ce quotient par le diviseur 6a*te on re- 
ptoduipait le polynôme dividende. 

On voit que pour diviser un polynôme par un monôme (positif), 
il faut diviser chaque terme dur polynôme dividende par le monôme 
diviseur^ et affecter chaque terms du quotient du même signe que le 
terme du dividende qui l'a fourni. 

Ainsi, le quotient de 12a*6^c— 8aVc + IQa^b^c — kàb^c par 
kab^c est 3tt^6 -- 2a*6* + 5a6^ — b\ 

Remarque. La division serait impossible si un terme quelconque 
du polynôme dividende n'était pas exactement divisible (42) par le 
monôme diviseur. 

44. Lorsque tous les termes d'un polynôme admettent un facteur 
commun, il est souvent utile de mettre ce facteur m évidence^ c'est- 
à-dire de décomposer le polynôme en deux facteurs dont l'un soit 
le quotient du polynôme proposé par le facteur commun ; ce quo- 
tient au ce facteur polynôme se met alors entre parenthèses. Par 
exemple, on a vu tout à l'heure que le polynôme 

30a»6a:^-f- 48a*Aa;*— 24a^Air 

était divisible par 6â*te et donnait pour quotient 

On peut donc écrire ce polynôme de la manière suivante : 

qui exprime le produit du quotient par le diviseur (13). Le facteur 
monôme peut se mettre indifféremment à droite ou à gauche de la 
parenthèse. 

Soit de même le polynôme t2a*6^c— 8a^6*c + 20a*fr^c — 4at^e. 
On reconnaît que le facteur 4aè*c est commun à tousses termes; 
on peut donc mettre ce facteur en évidence, en écrivant entre pa- 
renthèses le quotient du polynôme proposé par le faaeur mis hors 
parenthèses. On aura ainsi : 

4oft^(5(3<ï^i — 2â*6*-f 5aA^ — **) . 
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; Lorsqaun polyporae. coaMent.p)pM(5Ucs. i^fl^ ^Lflfepl^T4e!i* 
mi5me| pu.issaijce dé I4 letlre brdoxïpfitricp,,qn.4ï>t;fl^liiWfe^ 
ces lçrjipçs.dai>s.uae,mêm^ çolopiie verUcaja; jpais l^j(^^rf i;ir490b 
natrice ne s'écrit qu'upe fois d/ins cette €oloaoia,^t di^J|asi^PfU;ejde^ 
a^tr«s .%tears par ah ^^p vertlca), qui tieat lieu 4e.pac€in(b^s. 
Àin§^,.î|ùJiçud*ècrxfe, ,1 :•,..,- j luf j 

!..-^H,|4.ii6«»W(« ', . •■ • - •• .;• •• • • ■■ •T..--i -in-Ab 
■ ,.-.. ,. ■■■■■!:!., :. : : , '• • ■ .; . l : ■ i' /-l'ili •>)) 



•M' 









On voit que x^ est mis en facteur commun par un Irait vertical 
pour les doux premiers termes, x* pour les trois suivants, et a: 
pour les deux suivants. 

4{5. Soitepfih à diviser un.poîynpme par pri poiynome;.p,aç, 

exemjiic,. ; .;; ;■.!;.;./; ,:; ." . ..'.•"...,.,.. '...;. .:,';..'i .,.,«1 

pat* • •»• "i Mz^^^^âii^^Aâ^x^a^ . '■ ■-'• "" ' ' -V^ 

« ■ ' • ' * ■ f » 

. jOa CQiatfteDpenafiiar écrire le dkifteùr à 1«, droiififcdiaDdivitlëiidë, 

en Iqs ordonnant par nuypi^rt attK puiftsaocos d.*uBe ipéiiiei^tre; i 

s'jlsi^'étaiçnt pas d^'à oraonnés ; eton lea séparera pa^ un trai4ver*.> 

ti(:9ilw Oa tirera un trait horizontal au^-dessous du aÊviâeur. pour te 

séparer du quotients Ces dispositions dont indiquées dans: le tan ; 

blêau ci-dessous; :1e» polyaorncft y sont ordonnés par mpjpoii aus 

puissances décroissantes de la lettre o^. . ^ : ^ 



JJiyidenac. , limôQUi,'. - 



Dividende. . . , DiyiôQUi;. 

"— 28a^j?*— 2a\v^'{''6a^x^~\ia^x-{^a" 

2* rcsie . . . i . ^ . v^-l ta^^—f)d^x^^i U^-\^Qa^ \ M «- . • • ib 

.•. . . : •■ -iSa*^tfM-Ofl^^H-l Và-^rra/t^ , .1 .], ^ ••.,-^ tir- ' -j.Mjob 

3« Ee4ç>,.>f ,. • 0... .. •:.|:i .!. Mi; ''liU" -'fl)- tfJS 

Concevons que \e quotient inconnu soit ordonné par rapport aux 
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DE LA DIVISION. %1 

; - •M/l /' iK/fl/it I ^' 'M I / l'il l'i ' - 

puissances décroissantes de la même lettre. Comme le (lividende 
eëtiléi^rWdlîH'ftkf dWisètf^pàf le qbdtrcriti lepro^ 
mier terme du diviseur par Je premier terme du tjuofieftl (toit 
dôntlêr Idpi^ètniérifertneflu ttIVidëniïé* pat' ôïi d v^ (^é)! ^ue ce 
pt^flt!iiï partiel h'a' pu se Wdtiire àVec àucuii autre. On obtiendra 
dènfe 1è pYéïÀrdr te^hie du quotient en dîvisàiit' le premier terme du 
ditiâôhde pàf t&' pr^rtiiër térnaé du' diviseur. ' i ' ' ' 

Mè^îs-fôi*iliseiiai*n^ésfe{ïire'd*a+oii^ égardaùx 3^^ cat'ert ordbn-f 
nant les deux polynômes, il peut également ârtivèi'* que lé t)remîer 
ternia ait le.sjgnç + ou le signa tt- . Orv la tègle des signes 
donnée pour ta miiltiplicatron (34) nous apprend qa# si ttef produit 
de deux termes est positif, ces deux termes sont de même signe ; 
et que si le produit est négatif, les deux termes sont de sijgHé ébrt^' 
traire. On peut donc formef le tableau ?ifivaiït ; ^ , 

-}- divisé pai* '-Ç donné au ({uotient -(- 

+ -.■••-' ^ - 

. . — ■.,'.— ... ■.+:.■■: 

ce qui montre que le quotient de deux termes de même signe a le 
signe -f- , et que le quotient de deux termes de signe contraire a le 
sipie<^\ règle qtiî est la même qiie pour là iaiuliiplicatiori! ' 

Dans Texemple actuel, le premier terme du dividende et le pre- 
mier terme du diyiçei^r étant positifs^ le premier terrn^ d^,-quotient 
sera positif. On divisera' donc 30aV par ^ax^ , ce qui donne 
^x^ , et Ton écrira ce^ preip^Hér temjiejiu qupUent au-dessous du , 
diviseur. 

Lerdividèndie ëtiantlei produit du diviseur pajrile'qirofièiit, ijàh- 
tient) tous- les pixMini^spartieis^dn diviseorpar les dtAètrenlstermeiâ 
du quotient; Le premier ierme du quotient; étant trouvé, on peut 
donc> mpllipVier lei diviseur par ce terme, et retrancher le pirioéuit * 
aiuâi obtenu du dividende ; le reste ne contiendra plus que les proé- 
duLts du diviseur par les termes suivants du quotient, et sera f^ar ' 
conséquent un nouveau dividende plus simple sur lequel on pourra 
opérer comme sur le premier. Ce calcul se fait de la manière sui- 
vante : -fr ^ax^ multiplié par + 6aa?' donne + SOa*^'^ , et, ' 
pour soustraira, — 30«V , qu'on écrit au-dessous du . pemier 
terme dû dividende; — 3a V par + Gaa:* donne ^rruiSa^a:* ,? 
et, pour soustraire^ + ISaV , qu>n écr+t Au^d^esscmsidiu divi- 
dende, à la suite du term^^ précéidfent '; ^h- 4ula? .par.+ SdKt* . 
donne — 24aV , et, poùr_soiisfràirè +24 «V., qu'on écrit 
au-dessous du dividende à la suite des deux termes précédentîi; - 
enfin ,7f- a* par -f- Gax* donne -^ pa^x'^ , et,, poyr soustraire. 
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— 6a-aî* , qv!'oa4qriteQcofeau-de&so|]S:dudivideiidtt4Ift «niWïies 
trois termes précédents. On tire un trait horizontal aa*4i«6S«iii& dH 
polynoQiespustrait^on opère la réduction des ^rmes sembtaMes, 
et l'on obtient pour premier reste. 

Ce premier reste étant Fe produit du diyiseur par l'ensemble* des 
termes inconnus du quotient, et se trouvant ordonné cômtne le di* 
viseur et le quotient par rappoit aux puissances décroissaDtes de la 
lettre x , son premier terme est le produit exact du premier 
terme da diviseur ^par le premier des termes tncbnnus du qtpotiës^; 
pufâque ce produit partiel n'a pu se réduire avec aucim autre: @û 
aura donc le second terme du quotient en divisant le premier terme 
du premier reste, ou second dividende, par le premier tenn^ du 
diviseur; Or — 10 a^ar* divisé par,-f- 5aar* donne — *2a^ar ; 
on écrit ce quotient partiel à la suite du premier terme du quotient 
total. 

Connaissant le çecond terme du quotient, on peut faire le pro*- 
duit du diviseur par ce second terme, et retrancher ce produit dti 
premier reste ; le second reste qu on obtiendra ne contiendra plus 
que les produits partiels du diviseur par les termes suivants du quo> 
tient. £n effectuant ces calculs de la même manière que ci-4essoà, 
on obtient pour second reste 

Ce second reste étant le produit du diviseur par Tensemble des 
termes inconnus du (juotient, et se trouvant ordonné par rapport 
aux puissances décroissantes de la lettre x , son premier terme 
est le produit exact du premier terme du diviseur par le premieit* 
des termes inconnus du quotient, puisque ce produit partiel n'^ pu 
se réduire avec aucun autre. On obtiendra donc le troisième terme 
du quotient en divisant le premier terme du second reste par le pre- 
mier terme du diviseur. Or, + 15fl*a:* divisé par 4-î'^'^' donne 
+3a' ; on écrit ce quotient partiel à la suite des deux premier;^ 
termes du quotient total. 

, Connaissant le troisième terme du quotient, on peut multiplier 
le diviseur par ce terme, et soustraire le produit du second reste; 
le troisième reste qu'on obtiendra ne contiendra plus que les pro- 
duits partiels du diviseur par les termes suivants du quotient, s'il 
y en a. En effectuant ces calculs, on trouve zéro pour le troisième 
reste; il en résulte que l'opération est terminée, et que le quotient 
total est 
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DE LA DIVISION. iSd 

iEn multipliant^ enelTet, le diviseur par ce quotient, on repro- 
duirait le dividende (8^). 

De lout«e^ttî précèd^^, on tire lu règle suivante : Po^r dktset 
deux polynômes hin par l'autre^ on écrit le diviienr à la droite du 
dividende en les ordonnant par rapport aux puissances d'une même 
lettre; on les sépare par un trait vertical^ et Von tire un trait hori- 
zontal au-dessous du diviseur powr le séparer du quotient. On divise 
le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur ; on 
obtient ainsi le premier terme du quotient^ quon émt au-dessous du 
divùeur. On multiplié le diviseur par ce terme; on soustrait le pr(^ 
dmt dm dividende^et ton obtient un premier reste. On divise le premier 
terme de ce premier reste par le premier terme du diviseur ; on obtient 
aimi le second terme du quotient; on V écrit à la mite du premier ; oa 
mulliffie le diviseur par ce second terme ; on soustrait le produit du 
premier restCj et Ton obtient un second reste. Ori opère sur ce second 
reste et sur les miva^s^ comme sur le premier; on obtient ainsi les 
termes successifs du quotient. Si le dividende est le produit exact du 
diviseur par un polynôme entier^ on obtient zéro pour dernier reste ^ 
eî X opération est terminée. 

{Dans chaque division partielle de monômes, il faut observer la 
règle des signes, qui consiste en ce que deux termes de même sign^ 
donnent un quotient positifs et deux termes de signe contraire un 
quotient négatif). 

46. Il peut arriver que le dividende et le diviseur contiennent 
plusieurs termes affectés de la plus haute pissance de la lettre 
ordonnatricr ; dans ce cas, la môme circonstance peut se présenter 
au quotient. Or, on a vu (39) que le groupe le plus élevé du multi- 

Slicande, multiplié par le groupe le plus élevé du multiplicateur, 
onne le groupe le plus élevé du produit, sans réduction avec les 
autres groupes. Si donc on divise le groupe le plus élevé du divi- 
dende par le groupe le plus élevé du diviseur, on obtiendra le 
groupe le plus élevé du quotient, lequel groupe pourra n'avoir 
qu'un seul terme, mais en renfermera ordinairement plusieurs. 
On multipliera le diviseur par le groupe de termes obtenus; on re- 
tranchera le produit du dividende, et Ton obtiendra un premier 
^ reste, sur lequel on opérera comme sur le dividende, et ainsi de 
suite. 
Le tableau qui suit offre un exemple du cas qui nous occupe : 



.Digitized by LjOOQ IC 



30 OPÉEATIONS FONDAMENTALES : 

Dividende. Diviseur^ 



9a» a,»— I2a»6 
+i2afe5 
—9a» laî«— i8a*6» 






3a» 



aî«+6a6*àî— 4a^6« 



!•' reste — 12a»6 



Quotient. 
x*+i^cfib*]x 3a Ix— 4aô 



D«+ 



8a^6»| +26 



ar«— 24a»6»aî +f6a«6» 



+!2a»6 Ij5*+24a«6»aî — <6a»6» 
-1. 8a«6«| 



2« reste. 



Après avoir disposé le dividende et le diviseur comme ce tableau 
rindique, on divise le groupe le plus élevé du dividende, c*est-a- 
dire (9a' — iab*)x^ , par le groupe le plus élevé du divisçur, 
savoir (3a' — iab)x* . Le facteur 9a' — 4a6* divisé par le facteur 
3a+2aft, 

9a3— 4a6* I3a«--2a6 

-~9ag+6g»6 3a+2!^ 

+6a»6— 4a^« 

— 6a«6+4a6« 



donne pour quotient (Sa-f-^^) • Et comme le facteur a? divisé 
par le facteur x* donne pour quotient x , le quotient des deux 
groupes considérés sera (3a+26) x . On écrit ce groupe de termes 
au quotient total; on multiplie le diviseur par ce groupe, on 
soustrait le produit du dividende, et Ton obtient le premier 
reste. 

Le grou pe le plus élevé de ce premier reste est ( — 1 2a»*+8a*6*)£c* . 
Pour le diviser par le groupe le plus élevé du diviseur^ ou par 
(3a*— 2ab)x\ il suffit de diviser— l2a'i+8a*J* par 3a*— 2a*, 
puisque x^ divisé par x^ donne. Tunitë. Effectuant cette division 
partielle 

— 12a56-f.8a«6« |3a«— 2a6 
+i2ag6---8a»6« — 4afr 




on trouve — iab , qu'on écrit à la droite du premier groupe de 
termes du quotient. On multiplie le diviseur par le nouveau terme 
obtenu, on soustrait le produit du premier reste : et comme on 
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• ' ÉQUATIONS ' fer' PitÔfetÉMÉS DtT i^ftEl^lEH DEGRÉ. * 47 

RiiHÂRQuçs. I.' Cette dé.mQpatratian suppose e$sentieUemenl que 
le facteur m introduit n'est pas nul ; et il faut admettre par con- 
séquent qu'il ne contient pas l'inconnue x . S'il la contenait, il 
se pourrait qu'une certaine valeur de x annulâ^t le facteur m ; 
celte valeur annulant par suite les deux membres de Téquation [2], 
cette équation se trouverait satisfaite; tandis qu'il arriverait en gé- 
néral que l'équation [1] ne le serait pas. Ces deux équations ne se- 
raient pas alors équivalentes. 

Soit, par exemple, l'équation très-simple 

x + l = i ; 

multiplions ses deux membres par x — 1, il viendra . 

a?* — t=4a? — 4 . ! 

■ • 

Cette équation est vérifiée par la valeur i ,qui annule:!^ facteur 
introduit x-^l ; tandis qu'il est facile 'de s'assurer, que cette 
• même valeur 1 ne satisfait pas à l'équation primitive. 

IL II y a cependant une exception à cette exception ; c'est-à-dire 
que la proposition générale subsiste lot-sque le facteur par lequel on 
multiplie les deux membres d'une équation est le dénominateur 
commun à tous $es termes, qu'il contienne ou non l'inconnue. 

Cela tient à ce que la suppression du dénominateur commun, 
bien qu'elle soit équivalente à une multiplication (55, Rem., et 61), 
n'introduit pas réelletaeat de facteur dans l'équation ré£ai)taii<le(,< ëi 
l'oQ a pris leplus petit déuommateuroopfimufi, comme ii estfacil^e 
de le faire dans les cas qui se ptésen^tent ordinairement. 
.. Il résulte de la propjOsitix)Q précédente et de la dernière remarque 
q}^^l'mpe]ii>t^ mns changer ks valeurs de l'inconnue^ fmre^iipariritre 
les dénominateurs d'une équation. 

65. On démontrerait exactement de la même manière que Ton 
peut^ sans changer les valeurs de l'inconnue^ diviser tes deux membres 
d-^tUe équation par une même quantité ;et, par conséquent, supprimer 
les facteurs communs aux deux membres. ' 

Il faut cependant faire ici la môme restriction que ci-dessus, et 
supposer que le facteur supprimé n'est pas nul, et qu'il ne contient 
pas l'inconnue. S'il la contenait, il se pourrait qu'une certaine va- 
leur de l'inconnue annulât ce facteur et satisfît par suite àl'équa- 
tion primitive, sans satisfaire pour cela à l'équation résultant de la 
suppression du facteur. C'est ainsi que l'équatidn 

dans laquelle les deux membres sont divisibles par x^r-i > €ist 

satisfaite par là valeur 1, qui, mise pour x , annule ce facteur 

Alg. s. ' 4 
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ccHhtnun iet J)at* suite les deux membres ; tandis que cette méiuc 
valeur < ne satisfait pas à J'éqoatloti 

(Ju'ôn obûent en supprimant le facteur x — 1 . 

66. Les équations aune seule inconnue se distinguent les unes 
dea^autres. par leur é^,7r^';on nomme degré d'une équation, le plus 
baiit exposant de rinco'nnue lorsau on a lait disp^iraître les dénomi- 
l>at,çi>r$^ effectué les calculs indiqués, et opéré la réduction .^es 
termes semblables (60). 

L'équation 3x+l=4 — 2x est da premier degre\ parce que 
le plus baut exposant de x est l'unité. 

L'équalionox* — J>: = ca? — d est du second degré\ parce que 
le plu?, haut exposant dç x est 2 . 

..L'équation ax? + 6-^* = c est du qmtrième degre\ parce que le 
plus haut exposant de a? est 4 . El ainsi de suite. 

L'équation:- . (rr^— «)* — a?*=:=6*, 

qui paraît du second degré au premier abord, n'est réellement ^'ue 
du premier, parce que, lorsqu'on a développé (x — a)* et fait la 
réduûtïon des termes semblables, il reste 

' , . , a*-— 2aar;=A* . *. . . 

b 
L'équation ax-\--=^c • 

âtticô*H)^ffira4 dans laque^Ue a? n'entre qu'à ta première puissance,- 
est réellement du second degré, parce que, loreqa'oo a fait dtspa*^ 
ttitl¥ele«'déiioîûiiiiaitears, ellê<levient : ' 

fla?* + ô=ca7 , ' 

oà âTieotre avec l'exposant 2 . 

. .Naas ne. âoas occuperons d'abord que des équations du premier 

degré. .,, 

On distingua encore les équations en équations numériques et en 

équations /iWrate, suivant que lesjquantités données qui y entrent 

sont exprimées par des nombres ou représentées par des lettres. 

§ II. De la résolution dés équattions du premier degré à tine seule inconnue! 

67. Résoudre une équation, c'est déterminer les valeurs qui, 
mises à la place de l'inconnue, rendent le premier membre égal ad 
second, et fliangent par cpnséqaeîjt l'équation en identité. 

Pour résoudre une équation, on cherche à la transformer en une 
équation équivalente (63), dans laquelle l'inconnue soit seule et 'à 
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la.piremière puiissance dans un membre, l'autre membre ne ^mU^r- 
nant que des quantités connues. Si, par exemple,, en opé^raçt.de, 
cette manière, on arrive à une équation telle que x:=i , comme 
cette équation est évidemment satisfaite quand on y remplace x 
par 4, et qu'elle ne peut être satisfaite par aucun autre nombre, >ii 
s'ensuit que le nombre 4 est la valeur de Tinconnue, puisque 
Téquation proposée est équivalente à rp=4 . ' /' . 

Si, de même, on parvient à une équation telle ([ne x=^ — 5 ';,* 
il s'ensuit que a — h est la valeur de l'inconnue. 

Potir résoudre une équation quelconque du premier degré à uûe 
seule inconnue, on suit une marche uniforme que l'on peut reçu- 
mer dé cette manière : . • 

1® Faire disparaître les dénominateurs (61). • • 

2** Effectuer les multiplications indiquées, s'il y en a. 

. 3® Faire passer dans un même membre tous les*^ termes qui com- 
tiennènt ririconnue, et dans l'autre membre tous les termes qui en 
sont indépendants (60). 

4® Opérer la réduction des termes semblables (22). 1 

Il poiivieat deicboisir le membre où l'on réunit, les termes affectés 
de l'inconnue, de manière que, si les facteurs qui multiplient l'in- 
connue sont numériques, l'ensemble des termes positifs l'emporté 
sur l'ensemble des termes négatifs, et que, si ces facteurs sont lit- 
téraux, il y ait au moins un terme positif; ce qui sera toujours 
possible. T 

5® Mettre l'inconnue en facteur commun (44) dans le membre où 
elle se trouve (s'il y a plusieurs termes affectés de l'inconnue qui 
n'aient pu se réduire). 

6® Diviser les deux membres par la quantité qui. multiplia 
l'inconnue (68). 

De cette manière, on aura passé par une suite d'équations équi- 
valentes (63), dont la dernière présentera l'inconnue seule dans on 
membre et des quantités connues dans l'autre; c'est-'à-^ire que Ton 
aura obtenu la valeur de l'inconnue. 

Soit pour premier exemple l'équation numérique 

2a?— i o ag+3 

5 ^~ 8. • 

Faisant disparaître les dénominateurs, nous aurons 

2a:x8— 8— 3x5x8=a?x5 + 3x5 . 
Effectuons les multiplications, l'équation deviendra 

16.r— 8— 120r±:5.r-hlS • 
Faisons passer dans le premier membre tous les termes en x , 
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et d9,ns le second tous tes ternies indépendants de :o , il viep^ra 

16a?— 5x=15+8+120 ; 

ou, en faisant la réduction des termes senriblables, 

Ha:=143 . 

Divisons les deux membres par le nombre H qui multiplie x , 
iHHiB aurons enfin 

a?= " , ou, en effectuant la division, a?=13 . 

On peut vérifier, en effet, que si dans l'équation proppsée on 
met 13 à la place de x , chacun des deux membres se réduit 
à 2 ; en sorte que l'équation est satisfaite. 

Soit pour second exemple l'équation littérale 

2a?4-86 a?— 2a , m 

a+6 ~a— 6 ^^ ' 

Faisons dispai:altre les dénominateurs, nous aurons 

(<ix+8b)(a—b)=(x—2a){a-{-b)+S(a-\'b){a—by , 

ou, ep efifectuaut les mutiplicalion- indiquées, 

2^+8(tô_2te— 8A*=^.r— 2a*+Aa?— 2aA+5a*— 5** . 

Faisons passer dans le premier membre tous les termes affectés 
de X , et dans le second tous les termes indépendants de a: , il 
viçndra 

2«^~2A«?— aoî— ^x=~2a*— 2a6+5a'— 5Â^— 8a64-86* . : 

ou, en o](>érant la réduction des termes semblables, 

Mettons x en évidence . dans le premier membre, Téquation 
prendra la forma 

(a— 3A)a;z=3a*— 10aA+3A* . 

Divisons enfin les deux membres par la quantité o-^3fr qui mul- 
tiplie X , nous obtiendrons 

_3a^~J0ay-36«- 
. . . ,. ^~ «-^^ . ■ ' 
ou, en effectuant la division indiquée, 

a?=3a — b . 

La valeur de Tinconnue est donc 3a ^— 6 ; et, en effet, il est 
facile de vérifier que si Ion remplace x par cette valeur, les deu^. 
meïnhre$ de. Téquaiion proppsée se réduisent tous deux, à 6 . // 
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' Exemples. Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples suivants' : 
5fÇ^_6=i^ (d'où a;=7); 

'^-*=IS (d'où ..^3«-2d) . 

68. Remarques. I. La valeur obtenue satisfait toujours et équatiôti 
proposée; car elle satisfait évidemment à la dernière équation, ^ui 
est équivalente à la proposée. 

IL Une équation du premier degré à une seule inconnue n'admet 
pour cette inconnue qu une seule valeur ; car ^ pour qu'une valeur ss^-, 
tisfasse à Téquation proposée, il faut qu'elle satisfasse à 1^ dernière 
équation obtenue, qui lui est équivalente; il faut donc qu'elle aoit 
égale au second membre de cette dernière équation. 

Par -exemple, dans l'exemple numérique ci-dessus, on arrive 
àa?= 13; pour qu'une valeur, mise à la place de a?, satis- 
fasse à la proposée, il faut qu'elle satisfasse à aj^=;13;il faut' 
donc qu'elle soil égale, à 13. 

m. L'habitude du calcul permet souvent d'exécuter en même 
temps plusieurs des opérations que nous avons détaillées. Ainsi, ^ 
en faisant disparaître les dénominateurs, on peut en même temps 
effectuer les multiplications. Ainsi, encore, en faisant passer les, 
termes d'un, membre dans un autre, on peut en même temps effec-,' 
tuer la réduction des termes semblables. 

IV. Si, par suite du choix qu'on aurait fait pour le membre dans' 
lequel on fait passer les termes^ affectés de l'inconnue, il arrivait 
qu'après la réduction des termes semblables, tous les ternies affec-,, 
tés de l'inconnue fussent négatifs, on pourrait changer les signes 
de tous les termes, ce qui ne troublerait pas Téquation : car ce 
changement revient à faire changer de membre à tous les teriaes,' 
et à intervertir ensuite l'ordre des deux membres, ce qui estévir ; 
demment permis. 

69. &sMÀBQUi:s SUR LES mÉGAUTÉs. Lorsquou veut exprimes^ i 
qu'une quantité doit être plus petite ou plus grande qu'une autre^., 
on a vu (14) qu'il suffit de les écrire à la suite l'une de l'autre en 
les séparant par le signe < dans le premier cas, ou par le si- 
gne > dans le second. Une pareille expression est ce qu'on 
nomme une inégalité. Ainsi ' ' ■' • 

. a<6; .^+S>12î ^<^ . .. .. , : 

sont des inégalités. ' 

On peut évidemment leur faire subir les mêmes transformations 
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qu'aux égalités, puisque ces iransfonuationjs ne troublent pas Tinê- 
galïté. Mais les différentes inégalités auxquelles on parvient ainsi ne 
sont pas équivalentes (63), comme cela a lieu pour les égalités. En 
outre-, il ne serait pas permis d'intervertir Tordre des deux mem- 
bres ; il faudrait dans ce cas renverser le signe de Tinégalité. On ne 
pourrait pas non plus changer les signes de tous l^s termes, sans 
reBver&er le sens de Tinégalité, puisque ce changement de signes 
revient à transposer les deux membres. 

On a quelquefois besoin de transformer une inégalité en une au- 
tre. dans laquelle une certaine quantité se trouve isolée dans Tun 
des deux membres, et précédée du signe + ; cette transforma- 
tion a pour but de déduire de l'inégalité une limite pour la quan- 
tité dont il s'agit. C'est ce qu'on appelle, par extension, résoudre 
l'inégalilé par rapport à la quantité considérée. Cette résolution 
s'opère d'après les mêmes règles que pour les équations, çauf les 
^restrictions énoncées plus haut. 

Ainsi de aî+S>42 on tire a?>12— 5 ou a?>7 . 

De ^~i^^~2~ ^"^ ''^^ successivement 

2a— 2a?<3A— 3» , puis 3a?— 2a;<36 — 2a ; 

4C<36— 2a. ■ ] 

On traiterait de même toutes les inégalités qui sont à.\x prmii&r 
degré par rapport à la quantité considérée, c'est-à-dire qui, après 
la suppression' des dénominateurs, ne contiennent cette qufintité 
qu'à la première puissance. 

§ III. Problèmeg qui conduisent à une équation du premier degré , 
à une seule inconnue. 

70. La résolntîon d'un problème d'Algèbre se compose nécessai- 
rement de deux parties. Dans la premièreon cherche à exprimer les 
reiationsque l'énoncé établit entre les inconnueset les données, ce 
qui conduit toujours à un certain nombre d'équations, si le pro- 
blème est réellement du ressort de l'Algèbre. Dans la seconde on 
cherche à déduire de ces équations les valeurs des inconnues. 

L'Algèbre donne des règles certaines pour la résolution des équa- 
tions; quant à la première partie, qu'on appelle la mise en équa- 
tions^ elle ne saurait être astreinte à des lois aussi certaines, vu 
l'immense variété .des problèmes qu'on peut avoir à réèoudre.^II 
, existe cependant une sorte de marche à suivre qu'on peut forinuler 
de cette manière : Indiquer sur les lettres qui représentent les 'm 
connues et sur les données numériques ou littérales, les opérations 
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QUE L or^ EFFHjCTUKRA^T, si^ apvès avoiv trouvé les valeurs des incon- 
nuesj on se proposait de les vérifier. L'usage que nous ferons de ceUë 
règle en fera comprendre l'esprit et la portée. 

Nous ne nous occuperons dans ce paragraphe que des protilètnes 
qui conduisent à une seule équation du pi'emier degré à iHie seule 
inconnue. 

71. Premier problème. Un père a 27, ans ^ son fils en a ii': 
on demande dans combien d'années fdge du père sera le doublé de 
cielui du fils. 

Désignons par x le nombre d'années cherché. Si ce nombre 
d'années était connu, et que l'on voulût le vérifier, on dirait : 

Le père ayant 37 ans, dans x années il en aura 37-}-ic';. 
à la môme époque, le fils en aura 12 + ^ ; d'après l'énoiicè, fe 
double de cet âge, c'est-à-dire (12 -{-x) X 2 doit valoir l'âge du 
père. On doit donc avoir l'égalité 

(12+a?)x2=37+f ; 

et l'on a ainsi obtenu l'équation da problème. En la résolvant (^7), 
on trouve . 

,■.-■-.' • a?=tl3. ' y - •• - - 

Et, en effet, danslS ans, le fils aura 12 -f- 13 ou 25 ans ; le père 
en aura 37 -|- 13 ou 50, qui est bien- le double de 25. 

. . \-, 

72. Deuxième problème. On a 60 hectolitres de blé à 30 /r. 
r hectolitre ; combien faut-il y joindre de blé à 22 fr. pour faire unmé- 
lange valant 25 fr. r hectolitre ? * 

Désignons par x le nombre d'hectolitres cherché, et opérons 
comme si nous voulions vérifier ce nombre. Le prix dés 60 hecto- 
litres à 30 fr. est 30' X 60 ou 1800 fr. ; le prix des x hecto- 
litres à 22 fr. est 22' Xx ou 22 .r ;. le prix total çst,,donc 
1800 + 22^. Pour avoir le prix d'un hectolitre du mélange, il 
faut diviser le prix total par le nombre total d'hectolitres, qui est 
QO-^-x . Mais, d'après l'énoncé, ce prix doiUétre de 25 fr. : on 
doit donc avoir l'égalité . 

4800+220 ? ç,^ . ■ . ' 

c'est l'équation du pfoblème. En la résolvant, on trouve oè= 10(| . 
rll faut donc prendre 100 hectolitres à 22 fr. ' . \ 

Le même problème, traité généralement, donnera une formule 

.pour résoudre toutes les questions analogues. Soient n le nombre 

,,d'hectolitras donné à a francs l'hectolitre,, x le nombre 
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(i'h^U>li!(i'e^i<çt^rcfaâ à.fr fraac& l-beetolUri», . soil enfio, e te. 
prix d'un hectolitre du mélange. Le prix total du blé sera na 4* âr 
et le nombre total d'hectolitres n + oî ; on devra donc avoir 

na+bx 

: • n+x ~^ ' 

d'où Ton tire x^^^^^ , 

c'est-à-dire qu'il faut multiplier le nombre n d'heçtolitreî^; 
donnés par la différence a — c entre le prix supérieur et le 
prix moyen, et diviser le produit par la différence c — b entre 
le prix moyen et le prix inférieur. 

' Si, par exemple, on suppose/! = 40; a = 24, i=:i9 ; c=21, 
on trouvera 

73. Troisième problème. Une paysanne^ chargée de vendre des 
œufs au marchéy vend à une première personne la moitié de ces œufs.^ 
plus la moitié d'un œuf ; à une seconde' personne la moitié de ce qui 
lui reste^ plus la moitié <t un œuf ; enfin, à une troisième la moitié de 
ce qui lui reste de la seconde vente, plus la moitié d'un œuf. Après 
cette troirième vênte^ il lui reste 7 omfs; combien en avait-elle en 
arrivant au marché? 

Soit X te nombre d'ofeufs qu'avait la marchande en arrivant. 

Çlle vend à un^ première personne uû nopibre d'œafs marqué 

par.Jrf-^ .;. il lui eU: reste dpnc après cette première yente/ 

X 1 X , { 

X 1 

de ce qui lui reste, c'est-à-dire "t—t , plus la mohiîd'un oeuf, 
ou -— ;^+2 , ou ençpre -+t ; il lui en reste donc 

•£ i j? 4 05 3 

Elle vend à une troisième. personne la moitié de ce qui lui reste de 
celte seconde vente,^ ^c'est-à-dire | — ^ , plus la moitié d'un œuf, 

ou|— -+-, ou encore J+g-:; Uilui r^iitedjwc 

a? 3 d; I î ^ ^ 

4^4~S "^8 ^8 8 • . '-'■ 



Elle vend à une seeonde personne là môkié 
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Mais d'aprè8 l'éttencé» ce reste doit être égal à 7 ; on a dotoe ' 
ïég^Mié ^ ' 

?^_2 — 7 • • ■' . ' 

8 8""' ' 

c'est l'équation du problème. En la résolvant, on trouve 

En effet, à la première personne, la paysanne vend la moitié 
de 63 plus la moitié de 1 , ce qui est la même chose que la moitié 
de 64, c'est-à-dire 32; et il eh reste par conséquent 3i . 
A la seconde personne, elle vend la moitié de 31 plus la moitié- 
de 1 , ce qui est la même chose que la moitié de 32 , c'est-à- 
dire 16 , et il en reste par conséquent 15 . A la troisième per- 
sonne, elle vend la moitié de 15 , plu« La moitié de 1 , ce qui 
est la même chose que la moitié de 16 , c'est-à-dire 8, et il 
en reste bien 7 , comme l'exige l'énoncé. 



74. QuATBiÀHB PROBLÈME. Uti ouvriev peut faire un certain ou^ 
vragie en 18 heures de travail ; un second ouvrier ferait le même ou- 
vrage en 24 heures de travail; un troisième le ferait en 36 heures^ 
On demande combien d'heures les trois ouvriers travaillant ensemble 
emploieront à faire ce même ouvrage. :. 

Soit X le nombre d'heures cherché. Le premier ouvrier faisant 

l'ouvrage proposé en 18 heures, fera en 1 heure -^ de cet' 
ouvrage'. En a? heures il en fera donc une fraction marquée par ' ' 
^g . Par une raison analogue, le second ouvrier, en x heures, 

fera 5^ d^ l'ouvrage proposé; et le troisième ouvrier en fera ^ • . 

Or la somme de ces fractions de l'ouvrage doit faire l'ouvrage en- 
tier, qui est pris ici pour unité; on doit donc avoir 

ou . ïi^±P=l, d'oii .=^1^8; ., , ■,', 

les trois ouvriers emploieront donc 8 heures^ . , " 

On voit, en effet, qu'en 8 heures , le premier ouvrier fera les 

jg ou les - de la tâche; le second jCU fera, tes ^^ on le tiers, 
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3 8 2 

qui revient à - ; le troisième en fera les ,« ou les - . Or, la 



somme 



4 , 3 , 2 ^ ., 9 . 
û + 5 + 5 f''^»' 5 Ott * > 



c'est-à-dire la iiche tout entière. 

On obtient facilement une formule générale pour résoudre Jes 
problèmes analogues. Soient a ^. b , c les nombres d'heures 
employées par chaque ouvrier pour faire la tâche à lui seul ; en 
raisonnant comme ci-dessus, on arrivera facilement à l'équation 

qui donne ''^^iô^tï^rc ' 

7&: Cinquième problème. Plusieurs personnes puisent dans un 
vase contenant du vin : la première y prend 1 litre ^ plus le 
quart de ce qui reste ; la seconde vient ensuite prendre 2 litres^ plus 
le quart de ce qui reste (flprès avoir pris ces 2 litres ) ; la troisième 
vient ensuite prendre 3 litres , plus le quart de ce qui reste 
{après avoir pris ces 3 litres)^ et ainsi de suite ;ilse trouve alors que 
le vin a été également partagé entre toutes les personnes, (hfi demande 
la quantité de vin contenue dans le vase ^ le nombre des personnes et la 
jpart de chacune d'elles. 

il n yaréellement qu'une inconnue dans ce problème, bien qu'il 
semble y en avoir trois, les deux autres se déduisant immédiate- 
ment de la première. Soit donc x le nombre de litres de vin 
contenu dans le vase. La pari de la première personne sera 

. , x—i x4-d ... ^ aî4-3 3a;— 3 j 

1-j — 7- OU -^ ; et u restera x ^ ou — r— . Lors- 
que la seconde personne aura pris 2 litres, il restera — p — 2 
ou ^ : la part de cette seconde personne sera donc 

2+i(3£=ii) ou -2+^, ou enfin '-^ . Mais, les 

parts devant être égales, on a immédiatement l'équation du pro- 
blème en égalant la première part à la seconde, ce qui donne 

^^3£±21 ^^ 4^+12=3a?+21 , 

d*où x=i9 . 

Le vase contient donc 9 litres de vin. 
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Su|)stitaantcetteyaleurdan8lapreinière part, on la trouve égale 

9-4-3 

à ^-~— OU 3 litres ; et puisqu'elles sont toutes égales, le nom- 
bre des personnes est !e quotient de 9 par. 3, ou 3. 

On voit que l'égalilé des trois parts est une conséquence de l'éga- 
lité des deux premières, et par conséquent l'énoncé du problème 
contient j>lus de eondîtions qu'il n'est nécessaire. 

Il est facile d'ailleurs de vérifier que ces conditions sont remplies. 

La première personne prend 4 litre , il en resté 8 ; le quart 
de ce reste est 2 ; la part de la première personne est donc 
1+2 ou 3 . Il reste alors 6 litres dans le vase. La seconde 
personne en prend 2 ; il en reste 4 ; le quart de ce reste 
est 1 ; la part de la seconde personne est donc 2+1 ou 3 . 
Il reste alors 3 litres dans le vase. La troisième personne prenant 
ces 3 litres , plus le quart de ce qui resie, ou zéro, la part de 
cette troisième personne est donc égale à 3 comme celle de cha- 
cune des deux autres. 

76. Il n'est pas sans intérêt de traiter le même problème d'une 
manière générale, en supposant qu'au lieu de prendre chaque fois 
le quart de ce qui reste dans le vase, on en prenna une fraction 

marquée par -, 

Dans cette hypothèse, la part de la première personne est 

Iof» 4 j» I j2 4 /t» 1 1 yt 1 ■ 1 4 
-- — ou --^ , Il reste dans le vase x -^ 
n n . ' » 

713* ' X 11 i i • 

OU ^^-^— . La seconde personne prenant 2 litres sur 

ce reste, il reste alors dans le vase ; , ' : ., 

ou encore ^~^~ ^"^ . La part de^ la seconde personne 

sera donc ; ^+i{^^=^'^^)\ 

ou 2+ »^-^7^»-»-* oa encore nx-œ^in^-^n^i ' 

Égalant les deux premières parts, on obtient l'équation 
ac+w — i nx — a?+2n*— 3w -^ 4 
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d'où îTrrrn'— 2w4-l OU Xr=:(n — iy . 

Cette valeur de x , substituée dans Téxpression de la première 
part, donne pour la valeur de cette part 

....■■ ?'^^.^t^ . + . ^-^ V ou 2î=:2 ,, ou enfin n^l -r "^ 

Divisa^ h vateui? da x fiar la valeur d'une part, on (n^-1)* 
]fVif \n—iy ,,on obtieatpovr qiMUieiit k nombre des 'patts, qui 
est n — l . ' . 

. H.rçs^eà|v^rifi?r régalUéde toutes les parts; Or, d'abord, < les 
deux^ premières sont égales, puisque c'est an écrivant cette égalité 
qu'on a obtenu l'équation du problème. Gela posé,. pour démoittrer 
l'ég^l^té 4e toutes tes autres, nous emploierons bd mo(te de i dé- 
monstration dont. çn Xaiiun fxéquent usage en Algèbre* IlcoÂslsIe, 
£^faire vqir au^si la proposttioaa été vérifiée pour oneertain nombre 
de parts, elfe sera vraie encore pour la part suivante ; et, en ^flét, 
si cela était démontré, comme les deux premières parts sont égateft,^ 
il en ré$u lirait que \% ti^isième est égaie à chacune des deux pr^- 
nâièrçis; les trois pre^ièr^s étant donc égales, il en résulterait que . 
la(}uatriëme est égale à cbacune des trois premières, et arnst d& 
suite : donc îl serait démontré que toutes les parts sont égalés; 

Supposons donc que lesp premières parts sont égales, H dé* 
montrons que la part suivante, ou la (p+*)'*°" ? ^st égale à une' 
quelconque des précédentes. Pour cela, remarquons que la pre- 
mière ,paj;t ayant pour valeur n — 1 , la somme des p pre- 
mières parts est (n — 1);^ . Quand ces p premières parts ont 
é^é^, prises, ilreste dans le vase (n — i)* — (n^l)p . Or, la pre- 
mière personne prend 1 litre avant de prendre - de ce qui 

reste ; la deuxième personne prend de même 2 litres , la troi- 
sième prend 3 litres ,♦ la ;?""• prend donc p litres , et la 
(p-|-l)""' prend p+l litres. Il restera donc alors dans le vase 

• (n~iy^(n-l)p^(p + l) . 

La part de la (j»+l)""' personne sera donc 

/* 1^ '^ n ' * 

ou n(p+i)+(n-i)«~(n~i)p-(p+i) 

n ' 

OU, en effectuant les multiplications, et réduisant 

np+n+ri'—^n+i—np+p—p—i '^^*^~'"' 

n ^^ n ' ' '• //^ 

ou enfin, w-^l. . . V 
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La (ji + !)**""• part est donc égale à. la première* ,Donc, d'après 
les raisonnements faits plus haut, toutes les paris sont bien égales;. 

NoijsfiyQusj^ insisté sur ce problème^ parce qu'il offre, un- utile 
exemple ^e mïse en équation et de bons ejtercicesde;Catoulu i 

77. Le Ipctenr pourra&'exercer sur quelques-«ûs de? problèmes 
dont les énoncés suivent : 

I. Parl»ger M: m deux parties telles que fe S»^ de h pre- 
miirer'pimie 7«* de tu secouée^, fas$evu 4 .(Réponse r fO 
et 14.) ' ' . * 

Il Un enfant interroge sur sen dge^ répond : ^ Dans 16 ans mon 
dge sera le trijffe de ce quil était il g a 2 ans . 'j On demandé l'âge 
actuel de l'enfant, (Réponse : 11 ans .) 

IIL' Une fontaine peut remplir un bassin en 6 heures , une autre 
peut le remplir en 8 heures ^ une trotsième en iO heures . Lors- 
qu'elles coulent ensemble pendant i hettres , ïl sen faut de 26 
hectolitres que le bassin nesoitrempli. Quetleest saeapacité ^(Réponse : 
120 hectolitres .) . . 

IV. Une personne charitable partage 50 fr. entre 20 pauvres y 
parmi lesquels il y a un certain nombre d'hommes et de femmes, et 
m seul enfant ; elle donne 3 fr. à chaque homme, ^ fr, à chaque 
femme, et 1 fr. à Venfant, On demande combien il g avait d'hommes, 
et combien il y avait de femmes: Réponse : 11 hommes et 
8 femmes ) 

V. Un père laisse 10 000/r- à ses quatre fils, et ordonne pat testa- 
ment que le premier aura 2 foà autant que le sêèond, moins 2000 fr. ; 
h second 3 fois autant que le troisième, moins 3000 fr. et le troi- 
sième^ fois* autant que le quatrième, moin^ 4000 frj Quelles seront 
lesparts de^ quatre fils? (Réponse : 4000 fr. , 3000 fr., ,.2000 fr, . 
et 1000 fr.) 

VL Un vase contient un mélange d'éafi etde viti. On en retire le 
quart et -on h remplace par db l'eau; on retire ensuite le quart de 
ce nouveau mélange, et on le remplace également par' de i*eau; 
enfin on retire le quart de ce troiàème mélange, et on le remplace 
encore par de Veau. Il arrive alors que le vase contient^ fois plus 
Seau que de vin. On demande dans quel rapport étaient Veau et 
le vin dans le mélange primitif, (Réponse- : comme 11 est 
à 16 .) 

§ IV. Résolution d'un a^tôme de deox équiitidmi chi pt'émiér degt-é. 

78. Lorsque». dans nn problème, il y a. deux inconnues, il faut 
que l'énoncé fournisse deux équations entre ces inconnues.. Simien. 
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effets il n'en fournissait qu'une, on pourrait altribuer à Tune des 
inconnues une valeur arbitraire; on n'aurait piusalors qu'une équa- 
tion ne contenant que la seconde inconnue, pour laquelle on trou- 
verait nn nombre limité de valeurs (une seule, par exemple, si 
réquation était du premier degré par rapport à cette inconnue) ; 
et comme on pourrait répéter ce calcul pour toutes lés valeurs 
arbitraires attribuées à la première inconnue, on voit qu'il y aurait, 
en général, un nombre illimité de systèmes de valeurs propres à 
vérifier Téquation. On dit, dans ce cas, que le proMème est indé^ 
terminé. 

Si; par (exemple, on n'avait entre deux inconnues a? et j/ que 
réquation unique , 

on pourrait attribuer à y une valeur quelconque, la valeur cor- 
respondante de o) serait 

ou la valeur attribuée à y augmentée d'une- unité. Il y aurait 
donc une infinité de solutions, et le problème serait indéterminé. 
Nous supposerons donc dans ce paragraphe que l'énoncé du pro- 
blème fournît deux équations du premier degré à deux inconnues. 

79. Une équation à deux inconnues est dite du premier degré lors- 
que après y avoirfail disparaître les dénominateurs, leî inconnues 
n'y entrent qu'à la première puissance, et n'y sont point multipliées 
entre elles. D' après cela : une équation du premier degré à deux 
inconnues, a? et y , ne peut renferiper que trois espèces de 
termes, savoir : des termes contenant a? à la première puissance, 
•des termes contenant!/ à cette môme puissance, et des termes 
indépendants de x et de y . Concevons qu'après avoir fait dis- 
paraître les dénominateurs (61), on ait réuni dans un même mem- 
bre tous les termes qui contiennent les inconnues, et dans l'autre 
membre les termes qui en sont indépendants : puis, qu'après avoir 
opéré les réductions, on ait mis x en évidence parmi tous les 
termes qui le contiennent, et qu'on en ait fait autant pour y ; 
l'équation se présentera sous la forme 

ax-\-by=c , 

dans laquelle a , 6 et c peuvent être des quantités numériques 
ou algébriques^ monômes ou polynômes. 

La <ïuântilé a se 'nomme ordinairement le co^/jUcten^ de a:, 
et la quantité b se nomme le coefficient de y . 

Nous admettrons donc que le problème fournisse deux équations 
de cette forme:' Résimdrè ces équations, c'est trouver les valeursquNI 
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faut attribuer aax \mmt^m^ pour satUfa^ire à la fois aax4euxéqua- 
lions. Pour y parive^ir on remçtrque d'abord que, si l'une des deux 
équatiQnsjf>ropo8êe§ ne renfermait queTiane des deux iacoonuesr 
1|3S vaieujrs des deux lne<>anu6s $ obtiendraient imaiédi^tem^nt. 
Soit, en effet, UQè équation à deux inconnues 

5.'r+2y=33 [11 

Qt uneéqqatioa à une seule inconnue, qu'on peut toujours suppo^ 
ser, résolue; par exemple 

a?=5. [2} 

Si l^on'met poiir x- la taleur S dans Téquation [1], elle devient 

25+2y=33, [3] 

d'où 2^=33— 25::r=8 et y=L 

Et ces valeurs a;=5 , j( = 4 sont les seules qui puissent satis- 
faire aux équations proposées [1] et [2]; car la seconde exige 
que a: soit égal à 5 ; et si x est égal à 5 , l'équation [1] se 
change en Téquation [3], qui revient à 2^= 4 , et n'est satisfaite 
que quand on y met 4 à la place de y. 

On voit donc que si l'une des équations proposées ne contenait 
que Tune des inconnues, x par exemple, cette équation donne- 
rait immédiatement la valeur de a: ; et en substituant cette valeur 
à la place de x dans l'équation à deux inconnues, on en tirerait 
la valeur correspondante de «/ ; et l'on aurait ainsi. Iç sysjtèmQi 
(inique de valeurs de a: et de y propre à satisfaire à la foâs aux 
deux équations* 

Tout l'artifice de la résolfilion d'un Système de deux équations, 
du premier' degré à deux inconnues cousine donc à déduire de ce 
système d'équations un système de deux autres équations équiva- 
lentes {c'e^t-h-dire admettant les mêmes, valeurs pour les inconnues),, 
et telles que l'une d'elle ne contienne que l'une des deux incon- 
nues. C'est ce que l'on appelle f'/imm^ une inconnue. Il y a pour 
celaplusieursmélhodes,quenousallonsexposer,entraitantd'abord 
des exemples particuliers. 

80. Soient les deux équations 

S^+2y=:33 [IJ 

7^7— 3«/=23 ; ^ ';•;'' [2); 

proposons-nous d'éliminer l'inconnue y *. Observons pour cala 
qu'il est toujours permis d'ajouter ou de soustraire deux équations, 
membre iàTnembre;car^i deux quantités sont respectivement égarles 
à deux autres^ quantités, la somme oula différeiice^d^sdeux pre^. 
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mièrefiedt évidemment ('*irale à la somme oa & ta difTërence des depx 
dernières. Or, si y avait le même coefficient dans les deux équa- 
tions, on ferait disparaître celte inconnue en retranchant ces deux 
équations membre à membre ; et si y atait dans les dé^x' équa- 
tions des coefficients égaux et de signe contraire, on atteindrait le 
jBéme but en ajoutant ces deux équations membre à membre. 

Dans Texemple qui nous occupe, y n'a pas le même coefficient 
dans tefideux équations; mais il est facile de faire en sorte quMl en 
soit ainsi : il suffit pour cela de multiplier lous festonnes de la pre- 
guère équation par le oœiBcient 3 de y dans la seconde, et tons 
le» terme^^ de la sBoonde par le coefficient 2 de y dans la première, 
ce qui est permis (64). 

On obtient ainsi les équations 

! 15tr+%=99 , [3] 

44«~6y==46 ; [4] 

^t, en les ajoutant membre à membre, puisque y a maintenaut, 
<ians les deux équations, des coefficients égaux et de signe contraire., 
il vient 

29j;=445 , 

'd'où ^='2? ^" x=S . [5] 

Nous sommes ainsi ramenés au cas du numéro précédent, et nous 
avons vu que les valeurs qui satisfont aux équations [f] et [5] sont 

x=z^ et y=r:4 . 

. Dq Jà cette règle : 

Lorsquon a deux équitiens du premier degré à deux inconnues, 
pour éliminer lune de ces inconnues^ il faut multiplier to^ts les termes 
de la première équation par le coefficient de cette inconnue dans la 
moièàe^ et tous les termes de la seconde par le coefficient de cette même 
inconnue dans la première. On soustrait alors ^ ou bien ton ajoute^ les 
deux équations membre à membre., selon que f inconnue à éliminer se 
trçuve aeoir dans les deux équations des coefficients de même signé ou 
de signe contraire. 

Remahques. 1. Cette règle, qui a beaucoup d'analogie avec la ré- 
duction des fraçlions au même dénominateur, est aussi susceptible 
des mêmes simplifications; si les coefficients de T inconnue à éli- 
usiner î^vaient des facteurs communs, il suffirait démultiplier tous 
lestetoes de chaque équation par les facteurs non communs; du 
coefficient de l'inconnue à éliminer, dans l'autre. • . ■ 

II. Si l'inconnue à éliminer n'avait dans l'une des équations 
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d'autre coefficiept que ru|[)|(é vil suffirait^e^muUiplier ioas les 
termes de cette équation par le coeOicient de cette iBconaue. dans 
l'autre; ce qui rentre au reste dans la règle générale. 

81. Il faut démontrer maintenant que Téquatian obtenue par 
cette élimination, jointe à Tune des équations proposées, forme un 
système équivalent à celui des deux proposées. Mais on peut 4è' 
montrer plus généralement que, si Ton maltiplie la première équa- 
tion par une quantité quelconque m, la seconde par un« qusin- 
tité quelconquie »» et qu'on les ajoute ou qu'on les retranche 
membre à membre, l'équation ainsi obtenue, jointe à l'une des deux 
proposées, Torme un système équivalents celui des deux proposées. 

Soient, en effet, les deux équa.tions 

multiplions la première pur m, et faisons passer tous les termes 
dans le premier membre; multiplions la seconde, par n, -et fai- 
sons de même passer tous les termes dans un môme membre; nous 
obtiendrons les deux équations 

(aX'A-b^—c)m=0 , [3] 

(a'xJ^b'y—c')n=0 ; • [41 

et, par des raisonnements analogues à ceux du n® 64, on démontre- 
rait aisément qu'elles sont équivalentes aux deux premières. 
Retranchant membre à membre, on obtient 

(aX'-\-by—c)m~(a'œ^b'y^c')n=0. ^ [51 

11 s'agit de démontrer, par exemple, que le système des équa- 
tions [1] et [5] équivaut au système des équations [l}et [21. 

Or, tout système de VJîleurs de a: et de y qui satisfera aux 
équations [1] et [2], annulera les premiers membres des équa^- 
tions{3] et [4], et par suite le premier membre de l'équation [SI 
qui en est la différence ; ces valeurs satisferont donc à l'équation [5], 
et conviendront par conséquent au système [1] et [5]. 

Réciproquement : tout système de valeurs de x et de y qui 
satisfera aux équations [Il et [51, annulera les premiers membres 
des équations [51 et [31 ; et par suite, le premier membre de l'équa- 
tion [4] qui en est la différence; cesvaleurs salisferoAt do.i;ic, ^ 
l'équation [21 qui est la môme que [4], et conviendront par consé- 
quent au système [1] et [21. 

Donc enfin le système [1] et [b] équivaut au système [t]et[2]i. 

Il en serait encore de môme si, au lieu de soustraire membre à 
membre les équations [1] et [21, on les eût ajoutées. ^ : 

Alg. s. 5 
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Remarque. Si, en particulier, les valeurs de m et de n sout 
telles que y disparaisse de l'équation [5], notre conclusion sub- 
siste, et la légitimité de Télimination effectuée plus haut se trouve 
démontrée. 

82. Nous donnerons ici deux exemples du mode d'élimination 
exposé cî-déssus. 
I. Soient d'abord les deux équations numériques 

7a:+9y=140 , 
Sj:+6y=97 . 

On remarque que les toeffiQients de y ont le facteur com- 
mun 3 , et que les facteurs non communs sont 3 et 2 ; multi- 
pliant donc tous les termes de la première équation par 2 et tous 
ceux de la seconde par 3 , il vient 

retranchant, membre à membre, la première de la seconde, puis- 
que les coefficients de y ont le même signe, on obtient 

Cette valeur, mise pour x dans la première équation, doap^ 

77rf 9y=140 , d'où 9y=63 

et-. . y=7 . 

IL Soient maintenant les deux équations littérales : 

ax — by=a^-^b^ , 
bx-{-ay:=^a^'\-b^ . 

MultipUoftç tous les termes de la première par a , et tous cej^x àe 
la seconde par è; nous aurons 

a^x — aby=ia^ +«** .5 
b^x-^-abyzz^à^^b^b^ . 

Ajoutons membre à membre, puisque les coefficients de y ont 
tJes'sîgnéi contraires; il viendria S 

d'où ' ' ^^ ft-^^tj^g'^^' W 4^=<ÏTt'A..-;, • ./r.o" 



Digitized by 



Google 



ÉQUATIONS £T PaOiiLÈJlIKS DU PRËMIËH DEGRE. 65| 

Cette valeur, mise pour x dans la première équatioa, donne 

a*4-a6 — iy=a^+J* , d'où hy=ah — V, 

puis y= — ^ — ou y=a — b . 

, ... ... /•>,", 

III. Le lecteur pourra s'exercer sur les deux exemples suivants: .^ 

12iC— 5^=6, d'où ;r=- , 
9x + JLy=20 j/=2 . 



(ia + b)x—{ia—b)y=8ab , d'où ar=2a+6 , 
(2a— 6)ar-f (2a+6)j/r=8a»— 26* ' 'y^2fl— ft '. 



83. Nous avons exposé la première la mféthode d'élimiaation qui 
offre dans la pratique le plus de commodité. On lui donne.orldittai- 
rement le nom de méthode par réduction {dM même coefficient). 
Mais Télimination peut s'opérer de plusieurs autres manières. 

I. Soient les deux équations citées plus haut (80), 

7a:— %=23 . ■* ' ' '[2: 

Supposons, pour un instant, que la valeur de x ait été déter- 
minée par un procédé quelconque; en la mettant pour a; danl 
l'une des deux' équations proposées, dai?s la première, par exemple, 
on en tirerait la valeur correspondante de y . Or, si l'on tire de 
la première équation la valeur de y , en y regardant x comnie 
connu, on obtient - !i 

Cette valeur, jointe à la valeur qu'on suppose avoir trouvée pour f, 
doit satisfaire à la seconde équation proposée. Si donc oh met dais 
l'équation [2], à la place de «/ , la valeur [3], l'égalité • 

7x-3(^^^)=23., [4] 

à laquelle on parvient, sera wnQconditkn ^ laquelle ja,ta^^urd,(f^ 
devra satisfaire. Cette condition, trai.tée comme MP éq^ftij 9^1 ><*^ 
l'inconnue est x, donnera donc la valeur de a; . En la résol- 
vant, on trouver = 5, conime on l'a trouvé pur une autre mé- 
thode ; el cette valeur, mise pour x dans f équation [3], donne «de 
même y = 4. 
On voit que dette méthode consiste à prendre la ^valeur de lîuiie 
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des inconnues dans l'une des deux équations, en y regardant l'autre 
ii'iconnne comme déterminée, et à iubstituer cette valeur dans la 
seconde équation; qui ne contient p*n.s alors qu'une seule inoûmmei 
En conséquence on a donné à cette mélbçde le noni de méthodiî 
par substitution. 

Elle a, dans la pratique, Tinconvénient d'introduire des' déno- 
minateurs qu'il faut ensuite faire disparaître. Mais elle offre l'avan- 
tage de pouvoir être généralisée, et appliquée, comme on le verra, 
à des équations de degré quelconque, toutes les fois que Tune de 
ces équations peuts^ résoudre par rapport à Tune des incon- 
nues. 

Remarque. Il est, en général, indifférent d'éliminer Tunç ou 
I-autrç.des inconnues. Néanmoins, dans les applications de l'algè- 
bre à des questions de géométrie, de physique, de mécanique ou 
autres, il peut arriver que les coefficients des inconnues ne soient 
qu'approcncs; les valeurs qu'on obtient pour ces inconnues ne sont 
alors elles-mêmes qu'approchées ; mais, pour diminuer les erreurs, 
alors inévitables, du calculjl faut avoir le soin d'él iminer l'inconnue 
qui a Je plus grand coefficient, en prenant la valeur de cette incon- 
nue dans l'équation où elle entre avec ce facteur. On congoit , en 
effet, que ce plus grand coefficient passant alors en dénominateur, 
les erreurs commises sur les autres coefficients se trouvent dimi- 
nuées par ladivision, tandis qu'elles pourraient être au contraire 
augifténtée^ si l'on avait résolu par rapport à l'inconnue qui a le plus 
pe^tit.coeflTiçieq^. 
, Si l'pn a par exemple les deux équations: 

173,206ar+2,828y=304 , 
8.66x — 0,141y=14,8 , 

on prendra dans la première la valeur de x pour la substituer dans 
la seconde; on obtiendra ainsi une équation en y seul qui don- 
nera y=z 1, 4149, valeur qui, mise à la place de x dans la pre- 
mière équation donnera aî= 1, 7320 

' 84. * H. Enfin, reprenons une dernière fois les équations [1] 
et [2] du n^ 83. Si Ton multiplie la première par une quantité 
indéterminée m, et qu'on les ajoute membre à membre, on 
obtient*- 

.; , 9/wa:-f-7a;-|-2wy— 3y = 33m+23 . [5J 

On a démontré au n^ 81 que l'équation ainsi obtenue, (Combinée 
avec l'une quelconque des deux proposées, forme on système d'é^ 
quations équivalentes aux proposées. Or, la quantité m, ètbnt 
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quelconque, on peut en disposer de manière k faire disparaître ^6 
réqualion [5] tous Jes termes en y. PourceU^ il suffit de poser 

2m===3, d'oùm::^:^- Cette valeur, mise pour m dans Téqua* 

tioâii [jSJ, larMaità 

*|:P+7x=f +23 , 

d'où Ton tire encore ap= 6, et par suite y^:i=4. 

Si les coefficients de y dans les deux équations proposées avaient 
eu le môme signe, il eût fallu soustraire les équations au lieu de les 
ajovler. ' ' 

Cette méthode, qu'on désigne sous le nom de méthode des coef- 
ficients indéterminés, offre, comme les deux précédentes, Tlncon- 
yéuient des dénominateurs. Mais nous verrons bientôt ijii'on peut 
s'en servir de manière à tirer à volonté d*une seule et môme èrjua- 
tion (ranalogue de l'équation [5]), soit la valeur dé op, soit la 
valeur de y. Elle se rattache d'ailleurs à l'une des méthodes les 
plus générales et les plus fécondes de l'Algèbre. Nous y reviendrons 
plus loin; il nous suffil ici de l'avoir signalée. 

85. Remarques sur les inégalités. Une question fournit quelque- 
fois deux conditions exprimées par deux inégalités, dans lesquelles 
entrent deux quantités pour lesquelles on veut obtenir des Hmîtiefs'; 
c'estce qu'on appelle résoudre ces deux inégalités. On peut, en gê+ 
néral, employer à cet effet la méthode par réduction ; mais il 
faut bien remarquer : i^ Qu'on ne peut ajoujter deux inégalités 
membre à membre qu'autant que Içs signes ^^'m^gdXM sont dans 
le môme sens. Ainsi de 

a^b et c>rf on peut déduire a-\-c>b^d ; 

mais on ne pourrait savoir si a — c- est plus grand ou plus petit 
que h — d, 

2^ Qu'on ne peut soustraire deux inégalités membre à membre 
qu'autant que les signes d'inégalité sont de sens contraire : ainsi de 

7>5 et 2<3 on peut déduire 7 — 2>5— 3 , : , 

en retranchant l'inégalité avec le signe < de l'inégalité avec le 
signe > „ et en menant le signe > dans l'inégalité résultante. 
Mais on ne pourrait rien conclure, en général^ pour leur somma. 
îî La résolutioBide deux imVgalité^ du premier degré rie sera donc 
pas toujours possible. 
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' Si Ton a, par exemple, les deux inégalités 

4j?~3y>41 et 7y— ar>3 , 

on en tirera par multiplication et addition, comme pour des équa- 
tions, 

mais si Ton avait les inégalités 

/. î .4;ir:+3y>U et 7y — 2a:>3 , 

ou en tirerçiit bien y. >1, parce que x s'élimine par addition; 
mais on ne pourrait pas en déduire une limite pour x , parce 
ç^u'ij faudrait 30ustraire pour éliminer y . 
Si. Ton av^it, au contraire, les inégalités 

4^ + 3y>H ^t 7y — 2*<5 , 

on en* tirerait bien ar>— , parce que y s'élimine en retran- 

cliantla second^ inégalité de la première ; mais ou ne pourrait pas 
en tirer ]une liç^îte pour y , parce qu'il. faudrait. additionner. pour 
éliminer jr . . 



§ V. Prolilfettes <tui conduisent à deux équations du premier degré 
. . à deux iuooQuues. 

• ' 8ft. Parmi les problèmes qui présentent plusieurs ijacounues, il • 
en est un grand nombre qu'on peut résoudre en n employant. qu'une 
seule inconnue. 
Prenoiiis pour exemple ce problème : Partager 15 en deux 

parties telles^ que la première surpasse d'une unité tes :^ de la 

seconde. 

Si Ton appelle ar la première partie, la seconde sera 15 — jr , 
et dénoncé du problème fqurnit immédiatement l'équation 

■•■' , ^^(i5_^)+i^ ■ ' [^] 

. d'où Ton tire x=^9 . Les deux parties sont donc 9 et 6 ; 
et, en effet, 9 surpasse d'une unité le nombre 8. , qui est les 

5 de 6 . 1 

Mais lorsqu'on traite ainsi, à l'aide d'une seule inconnue; uttpto- 
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blême qui en comporte plusieurs^, c'est qu'on opère mentalemj^nit 
une véritable élimination. Dans le problème qui précède, par exem- 
ple, si Ton désigne par x la première partie jet par y la se- 
conde, on a les deux équations 

et si Ton tire de la première la valeur de y pour la substituer 
dans la seconde,* c'est-à-dire si Ton' élimine y entre les deux 
équations, on retombesur réquation[l]. C'est cette élimination de 
y qu'on a opérée mentalement quand on a traité le problème avec 
la seule inconnue a:. * ' , . 

Ces éliminations tacites^, qui abrègent évidemment le calcul feçtift, 
compliquent souvent en revanche les opérations mentales que néces- 
site la mise en éqaationjdu problème; en sorte que, hors des cas très- 
simples, comme celui qui précède, ou ceux des problèmes I, IV, 
propoiSés au n^77, on perd plus qu'on ne gagne à diminuer le 
nombre des inconnues. C'est même comme exercice d'intelligence 
seulement que nous avons proposé alors au lecteur le problème VI, 
du n^ 77, que l'on traitera plus aisément avec deux inconnues, 
quoique leur rapport seul soit l'inconnue demandée. 

Nous croyons donc devoir donner comme conseil général d'in- 
troduire dans le calcul toutes les inconnuesque le problème com- 
porte; si, parmi les équations qui les lient il y en a de très-simples, 
comme l'équation a;+:y=iS de tout à l'heure, on opérera par 
écrit lès éliminations très-simples qu'on eût opérées meritàletnènt; 
voilà toute la différence. 

Nous ajouterons, par anticipation, que l'introduction de toutes 
leâ inconnues facilitera, en général, la discussion du problôtaie; 
nous verrons, en effet, qu'il se présente parfois des circonstances 
inexplicables en apparence, lorsque l'on a réduit mal à propos le 
nombre réel des inconnues. 

Quant à la mise en équation, elle est soumise à la seule règle gé- 
nérale que nous avoiis donnée au n<* 70. Il ne nous reste doncqii'à 
.donner quelques exemples de problèmes conduisant à deux équa- 
tions du premier degré à deux inconnues. 

87. Premier problème. Deux espèces de monnaie sont 
telles, que 2 pièces de la première, plus 5 pièces de la seconde, 
font 13 /r. ; et que 18 pièces de la seconde surpassent de 
A fr, 5 cent, la wileur de 5 pièces de la premiète. Quelle $$t la 
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raiêW^ 0k' frmm et cenHmeê^ de ckaeutèe 4e een dêU» étfèeés 
de monnaie ? 

Pésignons par x la valear d'qne des pièces de la première es- 
pèce, et par y la valeur d'une des pièces de la seconde. Noas 
adron», d'àlfirès renoncé, les deux équations : 

On éliminera x en multipliant la première équation par 5 , la 
seconde par 2, et ajoutant; on trouve ainsi 

36y+25y=65'+2',10 , 
ou\', i. , 6iy=67M0 , d'où y^lMO . 

Cette, valeur, mise pour y dans la première équation, doane 

= 2.r-f y,50— 13' , d'où x—Vjn . . 

Chaque pièce delà première (espèce vaut donc 3^, 75, et cbaijd^e ' 
pièce de la secondé espèce i^ 10*. • 

88. Deuxième problème. Trouver une fractions telie ^ «î fçn 

ajoute. i^^^ unité à chacun de ses terme$ , elle devienne égajle ^ i J.^^ï 

qtjeidjl'o^ f^ttefndie m contraire une unité de cha^iéik de ses termes 

elk'dèni^lMiê^^h^é'^. •!.:..' , - 

Soient jx le nuraéraiear et y le dénominateur; Ténoncé fournît 
sur-le-chkmpiïésdietix équations suivantes :' •. ■■ '^ 

x+\ 5 ' x—\ 2 

OU 3y— 4a:=l et Sa?— 2y=l , 

qui d^Qpnent ^^^5 et y=7. La fraction demandée est donc r . 
Si, ett -effet; on. ajoute une unité à chacun de ses termes,' elle 
devîein^l; ttd 7 J' 'et si Ton retranche au contraire une uhité de ' 

4 2 

chacun de ses termes, elle devient ^, ou r . 

■ Mil ...^ " à 

89. Troisième problème., fj/i^ nombre est confposé de deux chif^as^,^ 
dont la somme absolue est 14 \ et si oh tehtourne, il augmente cfe 5è;"^ 
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Sol^ft X lé chiffire 4es4i£aîlies et y celatr das uniM^^ (m aotsk; 
d'abord. :î . . < ., 

Maintenant, le nombre demandé a pou^ valeur dOi^^-y^ ^1 • 
le nombre retourné a pour valeur lOy+x . Or d'après Ténoncè, 
ce second nombre surpasse le premier de 36 ; on a donc 

ou' * â^— 9arir=36 ; . f 

ou encore y — x=i . 

On connaît donc la somme et la différence des deux chiffres; en 
vertu du théorème' ÎSéinonfré au h^ 3 t^W.), le^ pltis grand , y ; 
est égal à la moitié de leur <:omme plu^ la moitié de leur différence, ^ 
c'est-à-dire k ' l'^i ou 9; et le plus petit! , x , est égal à 
la moitié de leur^içme moins la moitié do Jei^r différence, c'est- 
à-dire à 7 — 2 ou à 5 ; c'est ce qu'on verrait d'ailleurs en résol- 
vao/ùte'systèmerdes^éqttiallionsH] et,{2]. - » 

Le nombre demandé est donc 58; an effpt la 30iûme de ses ; 
chiffres est 14; et lorsqu'on le retourne, on obtient 95, qui 
surpasse S^ âe^\3ê^' ' \ •• < ^ • "V •.-. - • "I ':•{. 

ÔO. OuATÂiÈMÊ PROBLÈME. Une personne qui possède 60000 /r.,' 
en a placé um pm'He à 4| ptmr 100, et fanlreà Z^ pour 100 ; 
ce qui lui fait un revenu de 2500 fr. On demanda eomèim^^iku' 
placé mtay>(i; c^f A~^. çt cqmbien.mi taux fie, Z{. .^ ^ 

Soient x eiy les deux sompties placées ; on aura d'ab^opà ; . _ . 

^+y=60000' . . 

Maintenant, le capital a:, au taux de 4^ ou |, donne un 

a? X I ' (9a» ' ' 

revenu annuel de -^ ^^ 2Ôô * ^^ capital y, au taux 

^^î'^i 9f? l V doupe un revenu annuel de -^ 9ti.>2ôô* • 
Lapinmede ces revenus partiels 4oil faire le revenu total 2800 fr.,;.. 
on à donc pour seconde équation ' . 

Mettant pour y sa valeur 60000' — x tir^e de ia •'ppcmièl'e . 
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équation, et effectuant la multiplication par 7 , il>iënt> - 

9^:4-420000— 72:=500000' , 
d'où x=40000' ; 

par suite y =20000' . 

En effet, 40000 fr. à 4| pour 100 rapportent 1800 fr. , 
et 20000 fr. à 3Î pour 100 rapportent 700 fi.; la somme de 
ces deux revenus fait bien 2500 fr. 

91. Cinquième problème. Une montre marque midi ;V aiguille des 
minutes est alors sur celle des heures. On demande à quelle heure se fera 
la prochaine rencontre des deux aiguilles^ et chacune des autresrencon- 
très successives. 

On sait que le tour du cadran est divisé en 60 parties, dont 
chacune répond à une minute pour la marche de la grande aiguil le ; 
on sait de plus que la grande aiguille parcourt le& 60 divisions en 
une heure, tandis que la petite aiguille n'en parcourt que 5. 

Cela posé, soit x le nombre des divisions parcourues par la 
grande aiguille, depuis midi jusqu'à la première rencontre;, et 
soit y le nombre des divisions parcourues par la petite dans' le 
même temps. On aura d'abord 

a? 60 ,Q 

y ^ 

d'où^ x=l2y . [I] 

En 'second lieu, la grande aiguille, prenant l'avance, ne pourra 
rencontrer la petite qu'après une révolution complète; le nombre 
de divisions parcourues par la grande aguille se composera donc 
de 60, plus le -nombre des divisions parcourues par la petite ; 
c'est-à-dire qu'on aura 

a:=60+y. [2] 

De ces deux équations on tire très-facilement 

. y=Vi et a?=60+^ . 

;, La grande aiguille aura donc parcouru 1° 60 divisions, qui 
correspondent à une heure; 2° f^ de division, ou 5 divi- 
sions ji , qui correspondent à 5 minutes et ^ . Il sera donc 

Quant à la deuxième rencontre, il est clair qu'elle se fera 
l'^S'^fj après la première, pu isqu'à l'instant de la première ren- 
contre les aiguilles se retrouvent Tune par rapport à l'autre comme 
elles étaient à midi. Il sera donc 2** lO""-!; . En ajoutant succjes.- 
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sivement 1^5* ,7, on trouvera pour les heures des autres rem- 
contres successives 



3" 


16- 


4 
11 > 


4" 


21- 


11 9 


5" 


27- 


8 


6" 


32- 


8 
ÏÏ > 


7" 


38- 


11 y 


8" 


43- 


' 7 
11 ? 


9" 


49- 


1 


10^ 


54- 


6^ 

11 7 



et enfin li^ ou minuit; 

ee qui fait, en tout, Il rencontres en 12 heures. 

92. Sixième problème. Hiéron, roi de Syracuse, avait remis à 
un orfèvre 10 livres d'or pour faire une couronne qu il voulait offrir 
à Jupiter, Le travail étant achevé, la couronne se trouva du poids 
de 10 livres; mais le roi, soupçonnant que l* orfèvre avait allié de 
l'argent à l* or, consulta Archimède. Celui-ci, sachant que V or perd 
dans Veau les 52 millièmes de son poids, et que l'argent y perd 
les 99 millièmes de son poids, détermina le poids de la couronne 
plongée dans l'eau et trouva qu'il était de 9 livres 6 onces ; ce qui fit 
reconnaître la fraude. On demande combien il y avait de livres de 
chaque métal dans la couronne. 

Soient X le poids de Tor et y le poids de l'argent contenus 
dans la couronne. On aura d'abord Téquation 

si Ton suppose les poids exprimés en onces. 

Maintenant, puisque l'or perd dans Teau les S2 millièmes de 
son poids, le poids x de Tor contenu dans la couronne perdrait 

dans leauTTgx . Par une raison analogue, le poids y de Tar- 

gent contenu dans la couronne perdrait -r— . La somme de 

ces deux perles doitfaire lapertetotalequ'asubie dans l'eau le poids 
delà couronne, c'est-â-dire 10 onces; puisque la couronne, 
qui pè^e 10 livres dans l'air, ne pèse plus dans l'eau que 9 li- 
vres 6 onces. On a donc pour seconde équation : 

1000*» 1000~^" ' 
ou 52x+99.y =10000 . 
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Dfe i^sdeux équations on tire 

V . . : a!?i;=7 livres 12 . oûc^l? ; . . \ 

.yir:2 livres 3 oacee ^^ . ^ 

. / , • . ■' 

'93. On péat tirer. (Tun calcul analogue une formule générale pour ottçiiir 
lè^ prûporjttODé d'uà alliage, eonaaiftsant sa densité 4t calé âe$ Hâélaiis qtd le 
composent. En effet, soient d et d' les densités des métaux alliés, x et y leuRf 
poids, et d" la densité de Talliage. En prenant pour unité le poids de ralliage, 
on aura d'abord . , .. x^ /'• 

ISIàifttenant, la deiiàité d'un corps 'étant le rapport dk sota poids à eéiul d'ttn ëgél 
Tol|L||x«^ d^eat», «n divisant «on poids par sa deosité^ion 9kar,al»pQid« d'imv^Tokins 

d^eau égal-an sien. Ainsi J ^ ^ ^ ^ représenteront rd^eothrement les poldk 

de tr6}» verlumeft égaux à ceux des métaux alliés et à celui de ralliàgi». Or; sVVtM 
admet gi|e^ lies métaux |te ohaogept pas d^ valttme qâ s'aUi^ot, le vc^uiaei^ 
ralliage sera la somme des volumes des métaux alliés ; on devra doiijc ayp^ir ,. 



d^d'^^ 



De ces deux équations, on tire 

■.,., ,. . ^"rf"(rf-<<') ®^ ^-^d^'id-d') ,,..-_...;. 

Le rapport dé ces deux valeurs est .,\ . ^ ^jt •' . /, 

Sîj^pftf éxenitilé, on â rf:=19 , tf'rri ,- rf^'trrlô , on trouvehi ■ ^ 

-■ • / Ï9><9 ^: 7X3\ £_lik9^57 ."j ' 

•^■"16X12 9 ^*" 16X12 9 y"~7X3 7 ' 

â>e^1^'-df^e que les mélau:x alliés sont dans* le rapport de 57 à7; ou^qué,'Sur 
6^ unités^ poids d'aUiagei le premier métal entrerait pour 57 et le second potir 

7 de ces unités de poids. 

^ 94. 'té fecteur pourra s'exercer sur les problèmes, do^t les 
êrjônc^ suiyént" : ^ j . - » - - 

I. Trouver up^ nombre tel qu'en le divisant par 5 on ait pour 
reste 2 ; qu'en le divisant par 8 on ait pour reste 5 ; et que la 
partie entière du quotient de la première division surpc^e 4^ Zumteï 
la partie entière du quotient de la seconde. (Réponse : Les quotients , 
sont 7 et 4 ; le.nombre demandé est 37 .) 

^,}hjL^âii^e^d^^^^ mulet : € Si jà prenais ^Q, kHo^rgmrr^e^de 

ta char^e^ ta mienne deviendrait le double de la tienne, — Et moi^ 
lài répondit le mulet, si 'ji prenais tiô kikigrammes de ta charge , 
là mienne deviendrait triple de lé tienne, » On demande la charge de 
chacun, (Réponse : L*â*4 portaft IfO kilogrammes et le mulet 
130 kilogrammes,) 
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III. La distance de Paris à fours est de 225 kilomètres. Un 
convoi de wagons part de Paris pour Tmr$ ^vec une\ tUtesee M 
25 kilomètres à l heure ; l heure 48 minutes après, un convoi 
part de Tours pour Paris avtô une vitesse de 35 kilomètres à 
r heure. On demande au bmt de quel téinpi et è^ quelle distance de 
Paris les deux convois se croiseront, (Réponse :,Au bput^ode 
3 heures à partir du second dépari, et a 12Û kiloniètreâ de 
Paris.)' "'..'*'..' 

IV. Deux joueurs conviennent que celui qui perdra la première 
partie doublera l'argent de son adversaire \ que celui qui perdra la 
seconde triplera l'argent de son adversaire ; que celui qy^i perdra /# 
troisième^ quadruplera l'argent de sm adversaire; et ainsi de eui^,' 
Au Mut de trois parties^ la perte ayant été alternative^ ils.ee reii-*- 
rent chacun avec 48 francs. On demande, ce qu'ils avaient en 
cùrnmençant te jeu. (Réponse : Le premier perdant arait 62 frtrrws; 
et son adversaire 34 francs.) 

V. Deux vases contiennent ù eux deux H litres d'eau. On 
prend la moitié de ce que contient le premier pour le verser dans le 
second: puis le tiers de ce que contient alors le second pour le verser 
dans le premier ; puis' le qunrt de ç^ que contient alors le premier 
pour le verser dans le second; enfin on prend te cinquième de ce que 
contient alors le second pour le verser dans le premier. A cet in-^ 
stant, le second vase se trouve contenir 1 litre d'eau de plus que 
le premier. On 4^mande ce que^^ chacun d'eux çontent^iUprimi^if^- 
ment. (Réponse: Le premier vase contenait 3 litrçsd'eau et le 
second 8 litre».) » . -: • . 

: yi. Si r<m augnm^te de/i"^ la base d'un rectangle^ et' quiim 
dinUnnesa hauteur de 3" , .«? surface diminuie de ' 4j8**^; si 
l'on augmente au contraire sa base de 3", et qu'ion diminue sa 
hauteur de 2",. .«a surface augmente de G"**. .On demande Ja 
base et ta hauteur., 'sachant que la surface se mesure^ en mûltiplig>nt 
ces dimensions l'une par Vautre. (Réponse: La basé à'30'" et la 
hanteiit^ 24*°;) • ' • \ . . ^^ '.v ^ -t ^. m.v l 
-^... , ^s , / ...- .. '. .. • -1 • - '^ '• V '.-v : ii^'-M 

§ Vi: 'R&sdïatlon d*aii système dé th)is équatioils iii premier de^f-é à'trôîâ iti-\ 

' eoniiue^et eA général d'un noinbre qu^lcoiiqttô d'^âqaçktidhs'idU'pvêmitelrAélgfé 

renfermaut le même nombf^: dUncon^ues. '.. ' i' 1 » v ! ;'■' 

* 9S. Supposbnb d'abofd qu'on ait à résoudre ïês't'rôts'ébuWins 

.V .. ■'':■, -r ^^-..- V .-.^ Ur^^^n , • • ^ .. .-{2} 

..■ .; -.1 ,. .... r. > .... a^^zy^n,^ ' . ..' {3} 
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dont la première seule renferme les trois incounues », i/, z^. 
les deux dernières ne renfermant que les deux inconnues x et y. 
Ces deux dernières équations peuvent être remplacées par les 
valeurs 

qu'on en tire (80, 81) ; ces deux valeurs, mises pour x eiy dans 
Téquation [1] la réduisent à 

20—28+6^5=10 [4} 

ou 6^=38—20=18 , 

d'où Ton tire 2 = 3 . 

Et ces valeurs des inconnues sont les seules qui puissent satisfaire 
au système des trois équations proposées; car les deux dernières 
n'admettent pas d'autres solutions que jp = 5 et y=4; et si 
X eiy ont respectivement ces valeurs, réquatioh [1] se change en 
l'équation [4], qui n'admet pas d'autre solution que ^ r= 3. 

Pour résoudre un système quelconque de trois équations du pre- 
mier degré à trois inconnues, il faut donc tâcher d'en déduire un 
système équivalent^ dans lequel deux des trois équations ne ren- 
ferment que deux inconnues. 

96. Soient les trois équations 

2j:— 3y+52=27 , [4} 

3^+6y— 4z= 2 , [2] 

5^+*y+22=40 . ^ [3] 

Eliminons^ entre les équations [1] et [2] ; pour cela multiplions 
Téquation [1] par 4, l'équation [2] par 5 ; et ajoutons membre à 
naembre, nous trouverons 

23;r+18y=118 . [4] 

Éliminons de môme z entre les équations [1] et [3]; pour cela 
multiplions l'équation [1] par 2, l'équation [3] par S, et retran- 
chons la première de'la dernière, nous obtiendrons 

21a:+26y=146 . [5] 

Les équations [4] et [5] ne renfermant plus que x et y, on 
sait entirer les valeurs de ces inconnues. Si, par exemple, on mul- 
tiplie l'équation [4] par 13, l'équation [Sj par 9, et qu'on re^ 
tranche la seconde de la première, y disparaîtra, ôt il restera 

. ■ .110a?=2^0 ,»■ d'où- a^=k.. \' ,,- .i.M.'j ' 
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Cette valeur, mise pour a; dans Téquation [4]^ doane 

46+18jf=118 , ou 18y=72 , 
d'où y=4 . 

Si maintenant dans l'une des trois équations proposées, dans 
Téquation [1] par exemple, on remplace x par 2 et y par 4 , 
cette équation devient 

4_I24-5z=27 , ou 5^5=35 , 
d'où 2=7 . 

On voit, par cet exeinple, que pour résoudre un système de trois 
équations à trois inconnues x , y , z , i/ faut éliminer l'tme des 
trois inconnues^ z par exemple, deux fois, savoir : entre la première 
équation et la seconde, par exemple, puis entre la première et la 
troisième; on obtient ainsi deux équations entre les deux inconnues x 
et y ; on en tire, les valeurs de ces inconnues ; on sitbstitne ces valeurs 
dans lune des trois équations proposées, et Von en tire la valeur de la 
troisième inconnue z . 

Remarque. C*est pour plus de symétrie dans le choix des lettres 
que nous avons d'abord éliminé z ; il eût été plus simple et plus 
commode d'éliminer d'abord y , savoir, entre les équations [1] 
et [2J, puis entre les équations [2] et [3], à cause des facteurs com- 
muns que présentent les coefficients de cette inconnue. On aurait 
eu ainsi à résoudre les deux équations plus simples 

7x+ %z= 56 , 
9x^az=ilQ , 

qui donneiït a? =2 et ^=^7 . Ces valeurs, mises dans l'équa- 
tion [1], donnent ensoitet/= 4 . j . 

97. Les valeurs j: = 2, t/ = 4,>2:=7 sont les seules qui 
puissent satisfaire au système des équations [1], [4] et [5] ; nous 
l'avons démontré (9o) pour un exemple analogue. Il reste donc à 
faire voir que le système des équations [1], [4J et [5] est équivalent 
au système des trois équations proposées. 

Mais on peut démontrer plus généralement que si Ton multiplie 
la première équation par une quantité quelconque m , la se- 
conde par une quantité w , et qu'on les ajoute ou qu'on les i;"e- 
* tranche membre à membre; puis qu'on multiplie la première par 
une quantité quelconque w' , la troisième par une quantité n' , 
et qu on les ajoute encore ou qu'on les retranche membre à membre, 
la première équation, jointe aux deux équations ainsi obtenues, 
forme un système équivalent à celui des:troi8'équations proposées. 
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Pour ledémonirer, concevons qu'on ait fait passer lousles term^ 
de chaque équation dans un seul membre ; désignons, pour abré$;er, 
ces membres par A , B , G ; en sorte que les trois équations 
proposées seront représentées par 

Ai=0 , B=0 et C=0. 

Il s*agît de faire voir, par exemple, que le système 

A=0 , mA+nB=0 , m'A— w'C=0 

est équivalent au premier. 

Or, tout système de valeurs de or , y , z qui satisfera aux trois 
équations proposées , annulera A , B et G , et par suite 
mA + ^B et m'A — n'G ; ces valeurs satisferont donc aun trois 
équations du second système. 

Réciproquement, si un système de valeurs satisfait aux équations 
du second système, en vertu de A=:0 ces valeurs annuleront 
xV ; la seconde équation wA-j-nB = se réduira donc à «B = 0, 
ce qui exige B=0; et la troisième équation m'A — n'C = 
ou w'A = «'G se réduira à 0=: n'G , ce qui exige G = 0; 
c'est-à-dire que les valeurs en question annuleront à la fois A , 
B et G , et satisferont par conséquent aux équations du premier 
système. 

Remarque. Si, en particulier, les multiplicateurs m , n , m 
et n' sont choisis de manière qu'en ajoutant ou retranchant con- 
venablement rinconnue z disparaisse des équations 

mA+wB=rO et m'A— w'G=0 , 

la démonstration subsiste ; ce qui démontre la légitimité du mode 
de résolution que nous avons employé. 

98. Gomme exemple d'équations littérales nous traiterons les 
suivantes : 

ax — by-^cz=:a}-\'C^ , [1] 

bx^cy—az=b^\^c'' , [2] 

Eliminons ^ entre les équations [1] et [2], nous trouverons 

(a*+6(i)a7+(c*— aé)y=««+ac^4-ô*c+c^ . [4]* 

Éliminons z entre les équations [2] et [3], il viendra 

(*'— «c)ar+(a*+éc)y=«'+aô*+Ac*+ô' . [5] 
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VéUmna^ûon de ,y entre ces deux deraières donne 

ou- ,. ^ ; ,. y 

d*où, en divisant les deux membres par a^'\'abc^b'^-\-c'\ 

x^^a-\-b . 
Cette valeur mise pour x dans l'équation [5] donne ' ,, 

d'où, mt diviâant les deax membres par a^-^ bé :, ' ^ ' ' 

. . .■,... y^a-^C ... . . .;i' 

Mettant pour se et y leurs^ valeurs dans Téquation [1], élte 
jd€vieD(fc> i • - ' ; y / 

' ' a^—bc'f-cz:=:^a\'^~c^ , ou cz=:bc^c^''; 

• 09. Il est facile maintenant de généraliser la marche que nous 
avons suivie. Supposons qu'on ait S équations du premier degré 
en les 5 inconnues a? , j/ , z , u , t , On -él^i- 
riera'ï quatre fois : par exemple entre la première équation et 
chacune des quatre autres; oh obtiendra ainsi 4 équations .e9trp 
les inconnues x , y , z ^ u , On éliminera w trois fois : 
par exemple entire la. première de^ces 'quatre équations et chacune 
des trois autres; on obtiendra ainsi 3 équations entre les 3 ia- 
icènttueé' x \ y , z .On éliminera z deux fois' : par "exeii^- 
pie entre la première de ces trois équations et ch^(ïune des deux 
autres; on obtiendra ainsi 2 équations entre les 2 inconnues 
â:et y * On éliminera y entre ces deux éqnati'tos , *et^'%^n 
obtiendra une équation quj ne contiendra plus qu'une seule incon- 
nue X . On en tirera la valeur de cette inconnue. On portera 
cette valeur à la place de x dans l'une des deux équations 
entre x ei y ; et l'on en tirera la valeur de y . On portera 
Ites valeurs de x et de. y dans Tune des trois équations entre 
X ^ y €;i z ; et l'on en tirera la valeur de a . On poi:tejf«ileB 
valeurs de ir , y ei z dans l'une des quatre équations entre 
of , y ;, z et w ; et l'on en tirera la valeur dé û: On por- 
tera enfin les valeurs de ^x ^ y ^ z eiu d^in-s l'une |(Je$, ç\i^q 
équations proposées entre x , y\ z , m et t , et Ton en tirera la 
valeur de t . 

On suivrait une marche analogue pour un nombre quelconque 
Alg! s. ' 6 
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d'équations du premier degré renfermant le même nombre d'in- 
connues. 

100. Le calcul se simplifie, lorsque toutes les équations ne coq- 
tiennent pas toutes les inconnues'. Si, par exemple, dans le cas 
de 5 équations entre 5 inconnues a: , y , z , u et f , 
il y avait une équation qui ne contint pas l'inconnue x , cette 
équation pourrait être prise pour Tune des 4 équations à 4 
inconnues qu'on se propose d'obtenir ; et il suffirait d'éliminer x 
trois fois pour obtenir les trois autres. Si, parmi ces 4 équations 
entre les 4 inconnues y , z , u et t , il y en avait une 
qui ne contînt pas l'inconnue z par exemple , cette équation 
pourrait être prise pour Tune des 3 équations à 3 inconnues 
qu'on cherche à en déduire ; et il suffirait d'éliminer z deux fois 
pour obtenir les deux autres. Et ainsi de suite. 

Si deux inconnues manquent à la fois dans une même équation, 
le calcul se simplifie encore davantage. 

Il est rare qu'il ne se présente pas dans le courant des opérations 
quelque circon^ance favorable dont on puisse tirer parti avec un 
peu d'adresse, lors même que les équations primitives contiennent 
toutes les inconnues. 

Soient, par exemple, les 4 équations 

5a: — 3y+4z — 2w = l , [1] 

x+2y — 5«+3m=5 , [2] 

3ar— y — 2^+ ^=^ » [3] 

4^+3y — 3z4-2w = li , [4] 

qui contiennent chacune les 4 inconnues x \ y ^ z et u. 

L'élimination de u entre [1] et [3], puis entre [2] et ]3], enfin 
entre [1] et [4], donne très- facilement 

lia:- y— 1 , [H] 

— 8ar + 5y+ 2= 5 , [6] 

9a:+ 2=12 , [7] 

L'équation [5] ne contenant pas z , il suffit d'éliminer z entre 
[6] et [7], od qui donne 

17a:— Sy = 7 . ' [8] 

L'élimination. de «1/ entre les équations [5] et [8] donne ensuite 

eâ?s:=d , d'où x:=zl. 
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Mettant cette valeur de x dans les équations [5] et [7], on ejQ 
tire 

il— %=i et 9+z=12 , 

d*où y=2 et 2=3 . 

Ces valeurs de x^ y et s, introduites dans Téquation [3], 
donnent 

3 — 2 — 6+w=0, d'où w=5 . 

101. Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples suivants : 

r. 2a:— 6y+ 3z=5 , d'où 

^+2y — 12^=4 , 
8y+6^— 3a:=i=0 , 

II. e^a:-|-6y — 02:=ô*, d'où 
A^ — ^y+ «2=«% 

III. 6a:-4-3y— 3z+ w=:5 , d'où 
&c^2y— 2z-f 2w=:2 , 

§ VII. Problèmes qui conduisent à un nombre quelconque d^èquations du 
premier degré, renfermant le même nombre d'inconnues. 

102. La mise en équation de ces problèmes est soumise à la 
règle générale donnée au n® 70. Nous rappelons ici le conseil 
que nous avons donné au n» 86 d'introduire dans le calcul toutes 
les inconnues que le problème comporte. Sans doute, quand le 
nombre des inconnues estgrand, il semblçrait qu on doit chercher 
à le restreindre; mais l'avantage qu'il en pourrait résulter poi^r le 
calcul serait presque toujours compensé, et au delà,par l'epibairK^s 
qae la suppression de quelques inconnues introduirait dans la mise 
en équations. 

Gela dit il ne reste qu'à donner quelques exemples. 

Premier problème. On a trois lingots qui contiennent : 

Le premier, 20 gr. d'or , 30 d'argent , 40 de cuivre . 

Le second, 30 40 50 ! 1 

Le troisième, 40 50 90 ' V 

Hombien faut-il prendre de chacun d'eux pour former un quatrième 
lingot qui contienne 

iH gr. d'or, 100 d'argent et 14^ de cuitréf ^ 

Soient x , y ,[zl^s nombres de grammes de chacun des 
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trqïs premiers lingots, qu'il faut prendre pour Tormer le quatrième. 
On remarquera que, dans le premier lingot, il y a 20"* d*or, sur 
20-1-30+40 ou 90; c'esl-à-direque l'or y entre pour-f . Dans 
le second lingot, il entre pour ^ , et dans le troisième, pour<;^ . 
Ce métal entrera, en mêmes proportions, dans les parties x , 
\j , z qu'on prendra des trois lingots; et, comme la somme des 
"quiiutjtés d'or cpnjLenues dans ces parties doit faire 75»% on devra 
.a,yoir l'équation 

L'argent, dans le premier lingot, entre pour | , dans le second, 
pour ^, dans le troisième, pour ^; on verrait donc, par un 
raisonnement analogue au précédent, qu'on doit avoir 

Et, en opérant de môme pour les quantités de cuivre, on trouve- 
i,ait l'équation 

Telles sont les équations du problème. En faisant disparaître les 
dénotnihalcùTs et simplifiant, elles deviennent 

' = ' ' 8*+ %•+ 8z=270O , [1] 

12:c4-*2i^+*0^=3600 , [2] 

16a:4-15y4-18z=5364 . [3] 

Éliminant d'abord x entre [1] et [2], puis entre [i] et [3], on 

obtient 

3y + 4zz±=900 , [4] 

Zy—lz— 36 . 15] 

Éliminant ensuite y entre ces deux dernières, on trouve 

62 = 864 , d'où' ^=144»' . 
Cette râleur, mise dans [5], donne 

3y — 288=36 , d'où y=108»' . 
El ces valeurs, mises dans [1], donnent 

80:4-972+1152=2700, d'où a:=72«^ . 

103. Deuxième problème. Trok rases contiennent^ à eux trois, 
18 litres d'eau. On prend la moitié de ce que contient le premier, 
pour le verser dans te second ; on prend ensuite le tiers de ce que 
,qç»tiien^fiqhr^ le second, pour le verser dans le troisième ; on prend 
enfin le quart de ce que contient alors le troisième^ pour le verser 
dans le premier. Il se trouve alors que Veau est également partagée 
entre lès trois vâses. On demande ce que chacun deux conienmt primi- 
tivement. 
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Soient ^, y, z les nombres de litres d'eau contenus pri- 
mitivement dans chaque vase. Si i on prend la moitié de ee que 

confient le premier, c'est-à-dire ^ , pour le versp^r daa^ le ^^- 

cond, les trois vases contiendront des quantités d'eaii î»arquées 

respeetivement par : . \ 

^x; y+ioî; z . 

On prend maintenant le tiers de ce que contient le se{*ond,c^eât- 
à-dire iy+i^, pour le verser dans le troisième; leà quantités 
d'eau contenues deviendront donc 

i^; y+l^— iy— i^; et z^ly+\>i$^; . i 

ou i^;; ly-\-lx; et z-^-^^lx . " " 

On prend enfin le quart de ce que contient le troisième vase, c*esl- 
à-dire i^r-î-^+à^' P^"'' î® verser dans le premier; les 
quantités d'eau deviennent dès lors /.[ 

ou li^Tfi^+iiy; ly+i^; et \z+\y-{-\x . ^ 

Mais l'eau se trouvant alors également partagée, chaque vase con- 
tient le tiers des i8 litres, c'est-à dire 6 litres; oi^ a donc les 
trois équations 

ou en simplifiant 13a;-{-2y+6z = 144 , 

^+2y = 19 ,....,. , , .. ■; 
a:+2y+6z=: 48 . , 

Si l'on retranche les deux dernières membre à membre, on a ^uç- 
le-champ 

6z=30 , d'où z=5 ; 
à l'aide de celte valeur, la première équation devient 

13a:+2y=H4 ; 
si on en retranche la seconde membre à membre, il reste . <- , 

iix=^m , d'où x:=8 ; ■ . 

enfin cette valeur, mise pour x dans la seconde èqùatioh, donne 
8+2y:^I8 , d'où, y=$,^ 

Le premier vase contenait donc 8 litres, Je second .5. et l« troi- 
sième 5; ce qu'on vérifiera facilement. 
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. |04, Troisième problême. Un nombre est tel, que, si on le divise 
par T , on a pour reste 4 ; que^ si on le divise par 9 , on a pour 
reste 6 ; que, si on le divise par 13 , on a pour reste 8 ; et de plus, 
la somme des parties entières des trois quotients surpasse de 3 unités 
le quart du nombre lui-même. On demande quel est ce nombre? 

. Soit X le nombre cherché , et soient y , z et ti les parties 
entières des quotients respectifs qu'on obtient en le divisant par 7, 
9 ou 13. On aura, en vertu de la division même, 

" • a:= 7y-f-4 , 

x= 9^+6 , 
a;=13w+8 , 
eï, en vertu de la dernière partie de l'énoncé. 

Si Ton tire des trois premières équations les valeurs de y ,z,u, 
en y regardant x comme connu, on obtient 

Oî — 4 œ — 6 X — 8 

y=^5-, ?=-5-, «=-ir; . 

et si Ton met pour y , z , w ces valeurs dans la quatrième 
équation, on obtient 

X — 4 . a; — 6 . a?— 8 i , q 

équation qui ne contient plus que l'inconnue x , On en tire, en 
faisant disparaître les dénominateurs, 

46ar— 1872+364X— 2i84+252a:— 2016=819a:+9828 

ou 265^=15900 d'où a?=60. 

Tel est le nombre demandé. Les parties entières des quotients 
qu'on obtient en le divisant par 7 , 9 ou 13 , sont 8 , 6 
et 4 , dont la somme 18 surpasse de 3 unités le nombre 15 
qui est le quart de 60. 

Remarqué. Ce problème offre un exemple d'une question qui 
comporte réellement quatre inconnues, bien que l'énoncé semble 
n'en admettre qu'une. 

lOS. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes dont les 
énoncés suivent : 

L Un homme chargé de transporter des vases de trois grandeurs, 
est convenu de payer pour chaque vase cassé par lui autant qu'il au- 
rait reçu s'il Veut rendu en bon état. On lui donne 3 grands vases, 
5 moyens et 9 petits. On apprend qu'enroute il a cassé tous les vases de 
l'une des trois^grandeurs, mais l'on ne sait laquelle. Si ce sont les grands 
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OU les petits^ le porteur touchera 10/r. ; mais si ce sont les moyens^ 
il ne touchera que 8 fr. On demande ce qu'il doit toucher pour un 
vase de chaque espèce rendu en bon état. 

(Réponse : 3 fr. pour un grand vase , 2 fr. pour un moyen, 
i fr. pour chaque petit.) 

II. On demande quel est le nombre de quatre chiffres qui jouit des 
proprie'tés suivantes : 1® que la somme des deux premiers chiffres^ soit 
à sa droite, soit à sa gauche, est égale à 7 ; 2® que le chiffre de ses 
unités est le triple de celui des centaines, 3® enfin que si Ion écrit ses 
quatre chiffres dans un ordre contraire, le nombre augmente de 909. 
(Réponse : 5216.) 

III. Une personne a divisé son capital en trois parties qu'elle a pla- 
cées, la première à 5 pour 100, la seconde à 4 pour 100, la 
troisième à 3 pour iOO. Elle se fait ainsi un revenu annuel de 
4000 fr,, comme si tout son capital eût été placé à i pour 100. On 
sait de plus que la partie placée à 3 pour iOO rapporte annuelle- 
ment 600 fr, de plus que celle qui est placée à 3 pour 100. On 
demande quel est le capital entier, et quelles sont les trois parties, 

(Réponse : te capital et de 100000 fr. ; les trois parties 
sont 30000 fr., 40000 fr. et 30000 fr.) 
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CHAPITRE IV 

t>ES 0»t;A{flYrÉS NiGATIVR^, ET DE LA DISCUSSION DRS PROBLÈMe^ 
' ' ' DU PREMIER DEGRÉ. 



§ I. Des quai^tités négatives. 

1.06* Jusqu'ici, lorsque nous avons eu à considérer des expres- 
sions: (algébriques polynômes» nous avons toujours supposé que 
renaeiâble des termes positifs remportait ea valeur absolue sur 
l'ensemble des termes négatifs ; et quant aux monômes isolés, nous 
les avons toujours supposés positifs. Nous avons h examiner main- 
tenant, dans l'hypothèse contraire, le sens qu'il convient d'atta- 
cher: aux eitpressions algébriques, et ce que deviennent alors les 
i!ègles du calcul littéral, qui n'ont été établies, on se le rappelle, 
que/dans la supposition où les quantités sur lesquelles on opèfie 
ont ade valeur positive. 

Considérons un polynôme, dans lequel la partie négative soii 
supposée l'emporter en valeur absolue sur la positive ; et pour plus 
de simplicité, choisissons le binôme a — 6 . Si Ton attribue à A 
une valeur plus grande qu'à a , ce binôme n'offre plus en appa- 
rence d'autre sens à l'esprit que celui d'une opération impos- 
$.ible.. 

On peut, à la vérité, donner une forme plus simple à l'expression. 
a — b ; Car si l'on désigne par d l'excès de la valeur absolue b 
sur la valeur absolue a , en sorte que b soit égal k ar-{-d ^ 
on aura à retrancher de a la somme a+d ; et si l'on en re- 
tranche d'abord tï , ce qui donne jîéTo pour reste, on n'aura.plus 
à.indiqlier que la soustraction de «^ , ce qui conduira à l'expression 
plus, simple — d . On peut même remarquer que cette simptifi- 
eatioa revient à soustraire a de 6 et à affecter le reste d dû 
signe—; c'est ainsi, par exemple, que 7 — 12 reviendrait à 
Î7-— 7— ,5 , et se réduirait par conséquent à -^ 5 . 

Mais ce» expressions négatives isolées, — d^ — 8 , n'en sont 
pasmoins de^ symboles d'impossibilité, si l'on s'en lient auxnotions 
et aux conventions de l'arithmétique. Or, on va voir que, dans un 
autre ordre d'idées, ces expressions deviennent* susceptibresid'nne 
interprétation parfaitement rationnelle ; et que, bien loin d'étfetes 
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symboles d*ane]opération impossible, elles sont quelquefois hiseule 
réponse raisonnable que puisse coraporler une question. 

107. Concevons, par exemple, qu'un thermomètre marquant 10° 
au-dessus de zéro^ la.tQmpérature viennes à, baisser de 6°; pour 
avoir la température nduveïfe', ir'faiidra 'retrancher 6° de 10°, 
ce qui donnera 10° — 6° ou 4°. Point de difficulté jusqu'ici. 

Maïs, J0î tbarmanaètïo marqiiant toujours 40° jair^-djesçu^ide 
z&o, supposons que la température vienne à baisser de 14° ; si 
Ton veut, comme tout à l'heure, retrancher de la température pri • 
mitive le nombre de degrés dont elle s'est abaissée, on est conduit 
à l'expression iO° — 44^ ou — 4°, d'après la simplification in- 
diquée ci-dessus. D'un autre côté, si, partant du iO'*"* degré au- 
dessus de zéro, oa compte 14 degrés en descendant. U'é^lWI le 
IhrermoBoiéitriqHe^ on arrive à zéro quand on en acompté^O^'^t' 
les- 4° restants' se trouvent comptés au-^BsomiiB ^àro.^ Reifta^' 
quons oelt« correspondance entre le symboie — 4° et le néKiellat 
réel 4° tm^dessom âezéra: î > - - 

Prenons utï sccooid exemple. Un lieu est «tué sous le'40l*'°*Tdi^riéî 
de latitude novd; u«a second lieu est situé à âO^^au mA du >ppe^ 
iBÎer, sur le même raè«ridien pour plas de clarté. Si l'on-i^D 
oonnatfcre à quelle latitude répond ee second lieu, on retrani^hera 
les 30° de la latitude 40°, ce qui donnera 40° — 30° ou 10^ «f^ 
lêlitude tiùrd. Point de difficulté, ^ 

Mais si le second lieu était à 50° au sud du premier, et q*|G, 
pour obtenir sa latitude, on retranchât encore les SO^ de la kli*^ 
tude 40°, on arriverait à l'expression 40° — 50° oxi -^ 1€°^. 
D'un autre côté, si^ en partant du 40'*"* degré de latitude nord 
on descend vers le sud en comptant 50 degrés, quand on en aut^a 
compté 40 on sera sur l'équateur, et les 10 qui restent seront 
comptés vers le sud; la latitude demandée sera donc 10° de lati^ 
tude sud. Remarquons encore cette correspondance entre le sym* 
bole — 10° et le résultat réel 10° de latitude sud. 

Pour dernier exemple, imaginons qu'un événement ait eu lieu 
600 ans après J. C, et qu'un autre érénemènt ait eu lieu 400 anis 
auparavant. Pour avoir la date de celui-ci, il faudra retrancher 
400 ans de 600 ans, ce qui donnera 600 — 400 ou 200 ans 
après J- G. Mais si l'on suppose que le deuxième événement consi- 
déré ait eu lieu 800 ans avant celui dont on a parlé d'abord, éi 
que pour avoir sa date on retranche encore les 800 ans des 
600 ans, on arrive à l'expression 600 — 800 ou -^ 200 ans. D'un 
autre côté, il est facile de voir que l'évéflement en question a eu 
iren 200 ans at?^r»^/. C. Remarquons encore cette correspondatice 
entre le symbole -^ 200 ï^ns et le résultat réel 200 ans aDmit /. C. 
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Dans les exemples que nous venons de prendre, et il serait facile 
de les multiplier, on trouve cette circonstance commune, que la 
quantité cherchée est, par sa nature, susceptible d'être comptée 
dans deux sens opposés. Et l'on remarque que, l'un de ces deux 
sens étant celui qui est le plus ordinaire, et dans lequel on compte 
habituellement les quantités regardées comme positives, il arrive 
que, si la quantité cherchée doit être comptée en seus contraire, le 
calcul de cette quantité, effectué d'après les mêmes règles que si 
elle devait être positive, conduit à un résultat négatif. 

Il n'y a qu'un.pasde cette remarque à la convention de compter 
dans l'un des deux sens opposés les quantités positives, et dans le 
sens contraire les quantités négatives. De cette manière, toutes les 
fois qu'une quantité sera ainsi susceptible d'être comptée dans deux 
sens contraires, il sera aussi rationnel de lui attribuer des valeurs 
négatives que des positives ; et les monômes négatifs isolés ne seront 
des symboles d'impossibilité absolue que lorsqu'ils représenteront 
une quantité qui, par sa nature, ne peut être comptée que dans un 
sens. Si, par exemple, il s'agit de la longitude d'un lieu', comme 
elle peut être comptée vers l'est ou vers l'ouest, on pourra admettre 
pour cette quantité des valeurs indistinctement positives ou néga- 
tives. S'il s'agit au contraire du nombre des côtés d'un polygone, 
comme il ne peut être compté que dans un sens, il n'admettra pas 
de valeurs négatives ; et une valeur négative, dans ce eas, serait 
un symbole d'impossibilité absolue. 

108. Cette convention peut être justifiée par une autre considé- 
ration qui nous servira en même temps àmontrer sous son véritable 
jour le calcul des quantités négatives, et l'Algèbre en général. 

Reprenons l'exemple du thermomètre. Supposons qu'il marque 
6^ au-dessus de zérOy et que la température vienne à s'élever de 
10 degrés^ pour savoir le nombre de degréaque l'instrument mar- 
quera, il faudra ajouter aux 10 degrés d'élévation, les 6 degrés 
que le thermomètre marquait d'abord, ce qui donnera 10-^-6 
ou IQ^ au-dessus de zéro. 

En général, si t désigne dans ce cas la température primitive, 
a l'accroissement; et T la température finale, on aura la relation 

T=fl+f . [1] 

Supposons maintenant que la température primitive soit de O"" 
au-^dessûus de zéro^ et qu'elle s'élève encore de 10"^ ; la tempéra- 
ture finale s'obtiendra en remarquant que, si elle s'élève d'abord 
de 6 degrés, le thermomètre marquera zéro ; et que les 4 degrés 
d'élévation restants seront comptés au-dessus de zéro. C'est-à-dire 
que pour avoir la température finale, il faudra des 10 degrés 
d'élévation retrancher les 6 degrés au-dessous de zéro que mar- 
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quait primitivement le thermomètre; ce qui donne en effet 10® --6° 
ou i^ au-dessus de zéro. 

En général, si t désigne alors la température primitive, on lo 
nombre de degrés au-dessous de zéro que marquait primitivemonl 
le thermomètre, * si a désigne toujours Taccroissement de tempé- 
rature et T la température finale, on aura la relation 

T=a—t . [2] 

On voit que les relations [l] et [2] ne diffèrent l'une de l'autre 
que par le signe qui précède la température initiale t . Cette re- 
marque suffirait pour justifier la convention qui consiste à regarder 
comme positives les températures comptées au-dessus de zéro, et 
comme négatives celles qui sont comptées au-dessous. 

Mais il y a plus, c'est que cette convention permet de réunir les 
deux formules [i] et [2j en une seule, qui comprendra tous les cas, 
et donnera ainsi la réponse la plus générale à la question proposée. 
Il suffit pour cela d'étendre la signification des mots qmxfitité et 
addition. Nous appellerons quantités algébriques celles qui, comme 
la température, la latitude, le temps, etc., sont susceptibles d'être 
comptées indifféremment dans deux sen« opposés ; ces qQantitès 
étant positives si on les compte dans, l'un de ces deux sens, et né- 
gatives si on les compte dans l'autre. Nous appel lerons^E^^fih'on al* 
gébrique une opération ayant pour but de réunir deux ou plusieurs 
quantités algébriques en conservant à chacune son signe ; de telle 
sorte que la Fowme algébrique de -[- 10 et de — 6 sera iO — 6 ,' 
comme celle de -f- 10 et de 6 est de iO + 6 . Nous pour- 
rons alors ne conserver que la formule [1], et l'énoncer en disant: 
que si un thermomètre marque t degrés et que la température 
s'élève de a degrés, la température finale T sera la somme algé^ 
brique de a et de ^ . Cette formule répondra alors à tous les cas. 
Si, par exemple, la température initiale est de 10° au-dessous 
de zéro, et qu'elle s'élève de 7 degrés, pour avoir la tempéra- 
ture finale, on remplacera a par + 7 et t par — 10, et fai- 
sant la somme algébrique ^ on aura 

T=+7 — 10 ou T=— 3 , 

ce qui voudra dire que la température finale est de 3° au-dessous 
de zéro. C'est ce qu'il est facile de vérifier. 

109. Prenons un dernier exemple. Supposons que deux villes 
soient situées sur le même méridien : l'une à 48° de latitude nord, 
l'autre à 35° de latitude nord ; pour avoir leur distance en lati- 
tude, on n'aura qu'à retrancher 35 de 48 , ce qui donnera 
48° — 35° ou 13° de latitude nord. 

En général, si L et / désignent les deux latitudes nord, et 
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^/U distance des doiu villes exprimée en degrés, on aura la re- 
lation 

'Soppo^^ons maintenant que la promiùre ville étant toujours h 
48"^ d& latitude nord, la seconde soit à 35"^ de latitud &ud; il 
est clair que pour obtenir leur distance en latitude, il faudra faire 
la somme des nombres 48 et 35 , ce qui donnera 48*^ + 35"^ 
ou 83^ . 

., En. général, si L désigne le nombre de degrés de latitude nord» 
/ le nombre de degrés de latitude sud, et d la distance de* 
deux villes, on aura la relation 

rf=L+/ . [21 

Les relations [Ij et [2] ne diffèrent que par le signe qui précède 
1^ latitude/ . Il est est donc naturel de regarder- la latitude comme 
une quantité algébrique qui sera positive ou négative, suivant 
qu'elle sera comptée vers le nord ou verslç sud. On pourra ensuite 
renfermer tous les cas de la question- qui nous occupe dans la for- 
mule [1], en étendant le sens du mot soustraction. On appellera 
saustraction algébrique une opération par laquelle on écrit une 
quantité algébrique à la suite d'une autre en changeant son signe; 
en sprte que la différence entre + 48 et 4-35 sera 48 — 35; 
mais que la différence entre + 48 et — o5 sera 48+35 . 
Qn énoncera alors laformule [1] d'une manière générale en disant : 
^ne poar obtenir la distance en latitude de deux lieux donnés, il 
faut faire la différence algébrique entre leurs latitudes. 

: 110. En résumé, on voit qu'il existe des quantités susceptibles 
d'éire comptées indifféremment dans deux sens opposés; et que, 
suivant qu'elles sont comptées dans l'un ou l'autre de ces deax 
s^ns, elles figurent avec un certain signe ou avec le sigae contraire 
dans la solution d'une même question. Les quantités de cette es^ 
pèce ont reçu le nom de quantités algébriques; on leur attribue le 
signe + lorsqu'elles sont comptées dans l'un des deux sens dont 
on vient de parler, et le signe — lorsqu'elles sont comptées dans 
lesens contraiie. L'avanlage qu'on relire de cette convention est 
non-seulement de trouver une interprétation pour les quantités né- 
gatives isolées que le calcul fournit quelquefois, mais encore de 
pouvoir généraliser lesformulesauxquelles conduit lasolution d'un 
problème particulier. 

Cette tendance de l'Agèbre à généraliser les opérations et les ré- 
sultats est un de ses caractères distinclifs. Nous aurons occasion d'y 
revenir pj us d'une fois. Ilnous suffit pour le moment d'avoir essayé 
deiffif;e ç.oi;upreadçe ['.pri^gi^ie dps quantités négatives et des régies 
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suivant lesquelles on lés introduit dans le calfcul.'N'otilj allohis ibài'n'- 
tenant exposer ces règles en détail. '' ' ' 

111. On appelle quantité algébrique une quantité qui se com- 
pose de deux éléments 7 1'* d* une valeur numérique.qui peatéjtre -en- 
tière ou fractionnaire; 2® d'un si^ne qui peut eU-e +• o^ -*— • '" 

Ainsi ! 

+4, —4, H-|/ — 3^ +a, — a, '+4a*î5, —ia'b\ eicl. 

sont des quantités algébriques. Si elles contiénAent des lettres^, il 
faut toujours imaginer queces lettres tiennent lieude certaines ta- 
leurs numériques entières ou fractionnaires. 

Quant à Tordre de grandeur des quantités négatives entre elles, 
ou comparées aux quantités positives, il faut remarquer quiî si d'un 
nombre quelconque, '5 par exemple, on retranche sqccessfVe^ 
ment une unité, on obtiettt des nombres de plus eiî plus petite 4', 
3,2,1,0. Arrivé à ce point, si l'on continue h retra'nrher 
toujours successivement une unité, on obtient les quantités néga- 
tives — 1 , — 2 , -^S , — ^ ,^lc., dont la valeur dbsoluè 
est croissante. Maié, comme c'est à l'aide d'une même opération', 
la soustraction d'une unité, qu*on a obtenu toute cette serre de 
nombres, les uns positifs décroissants; les autres négatifs croissants 
en valeur îibsolue, Katiâlogre a conduit à regarder fes quaritîté^s rté- 
gatives comme moindres, algébriquement parlant, que les quantités 
positives, et comme d'autant moindres que leur valeur absolue est 
plus grande. Ainsi — 1 est regardé comme moindre que 0; — 2 
est moindre que — 1 ; et ainsi de suite. 

Conformément h cette convention, lorsqu'on veut texpfitner 
qu'une quantité a est positive, on écrit a>tf ; et si l'on veut 
exprimer qu'elle est négative, on écrit a<0 . , • ■ 

112. L'addition algébrique est une opération par laquelle on 
réunit plusieurs quantités algébriques en conserrant à chacune son 
signe. 

Ainsi, la somme algébrique de -fa et de -\-b est fl + 6 ; 
la somme algébrique de -|- a et de — b est a — ft ; la soûime 
algébrique de — a et de -j- ft est — «3+6 î la somme algé- 
brique de — û et de — frest— d — 6 . 

. Un polynôme -peut être considéré comme la somme algébrique 
'de ses termes. ' 

Pour additionner deux polynômes^ il suffit d* écrire le second à la 
suite du premier M consep^ant à chaque terme son signe. Cette règle 
a déjà été donnée au h« 27 ; mais nous avions supposé alors que, 
dans chaque polynôme, l'ensemble des termes ()psrtifs l'emportait 
sur r'ensembledcs termesnégattfs. Cette reètrictiôn devient inutile. 
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113. La SOUSTRACTION ALGÉBRIQUE 0st Une Opération par laquelle 
on écrit la quantité à soustraire à la suite de la quantité dont on la 
soustrait^ en changeant le signe de la quantité à soustraire. 

Ainsi, la différence algébrique entre +a et +iest a — b; 
la différence algébrique entre +a et — best a + b ;ld^ dif- 
férence algébrique entre — a et +6 est —a — b ; la diffé- 
rence algébrique entre — a et — i est — a-^b. 

Pour soustraire un polynôme d*un autre^ il faut l'écrire à la 
suite de cet autre en changeant le signe de chacun de ses termes. 
Cette règle a été donnée au n° 3Q, en supposant que dans chaque 
polynôme l'ensemble des termes positifs l'emportait sur l'ensemble 
des termes négatifs ; cette restriction n'est plus nécessaire. 

114. La MULTIPLICATION ALGÉBRIQUE cst um Opération par laquelle 
on cherche une quantité algébrique^ appelée produit, qui soit eom- 
posée avec une quantité algébrique^ appelée multiplicande, comme 
une autre quantité algébrique^ appelée multiplicateur est composée 
avec l'unité positive. 

Cette définition n'est, comme on le voit, qu'une extension de la 
définition donnée en arithmétique ; on y a introduit l'élément qui 
distingue les quantités algébriques des quantités purement numéri- 
ques, c'est-à-dire le signe. 

Soit 4- A à multiplier par -f B. La valeur absolue du pro- 
duit sera composée avec la valeur absolue A du multiplicande, 
comme la valeur absolue B du multiplicateur est composée avec 
l'unité; c'est-à-dire que, d'après les notions admises, cette râleur 
absolue du produit sera AB. Quant au signe du produit, comme 
le multiplicateur +B a le même signe que l'unité positive, ce 
produit aura le môme signe que le multiplicande, c'est-à-dire + . 

Ainsi l& produit de -4- A par -f B est + AB. 

Soit 4- A à multiplier par +B . La valeur absolue du pro- 
duit sera, comme ci-dessus, AB. Mais le multiplicateur — B 
ayant un signe contraire à celui de l'unité positive, le produit aura 
un signe contraire à celui du multiplicande, c'est-à-dire — . 

Ainsi le produit de + A par — B est — AB . 

Soit — A' à multiplier par -f- B . La valeur absolue du pro- 
duit sera encore AB . Mais le multiplicateur -\- B ayant le 
même signe que l'unité positive, le produit aura le même signe que 
le multiplicande, c'est-à-dire — . 

Ainsi le produit de — A par +B est — AB . 

Soit enfin — A à multiplier par — B . La valeur absolue 
du produit sera AB . Mais le multiplicateur — B ayant un 
signe contraire à celui de l'unité positive, le produit aura un signe 
contraire à celui du multiplicande — A , c'est-à-dire + • 
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Ainsi, le produit de — A par — B est + AB . 

La règle des signes éldibWe au n® 34 par la considêratfon de deux 
polynômes dans chacun desquels la partie positive était supposée 
l'emporter sur la partie négative, se trouve donc étendue à des mo- 
nômes isolés. 

Quant à la multiplication des polynômes, les règles établies au 
n? 34, dans la supposition où la partie positive de chaque polynôme 
remporte sur la partie négative, subsisteront encore dans Thypo- 
thèse contraire. 

Soit, en effet, à multiplier a — b par c — rf, et supposons 
d plus grande que c en valeur absolue ; le binôme c — d re- 
vient à — (d — c) ; expression dans laquelle, d'après notre sup- 
position d — c sera positif. Nous aurons donc à multiplier 
+ {a — b) par — (d — c) . Pour obtenir ce produit, il faudra 
d'abord multiplier entre elles les valeurs absolues, (a — b) et (d — c) 
des deux facteurs, et changer ensuite le signe du résultat, puisque 
ces deux facteurs sont de signe contraire ; caries règles démontrées 
ci-dessus ne supposent pas que A et B représentent des mo- 
nômes plulôtque des polynômes. En multipliant d'abord les valeurs 
absolues (a — b) et {d — e) , on obtient, d'après les règles du 
n®34, qui sont applicables ici, puisque a — b et d — c sont 
positifs l'un et l'autre, 

ad — bd — ac-^bc . 

El en changeant le signe du résultat, ce qui se faij en changeant 
le signe de chaque terme, on obtient 

— ad+é^-f-ac — bc 
ou ac — bc — ad-{-bd , 

comme on l'a obtenu au n® 34. 

Les règles de la multiplication subsistent donc sans la restricUon 
faite alors. 

115. £a DIVISION ALGÉBRIQUE est Une opération par laquelle^ étant 
donné le produit de deux facteurs algébriques et Vun de ces facteurs^, 
on cherche Vautre facteur. 

On a vu, aux n«^41 à 46, comment les règles de la division se 
déduisentde celles de la multiplication. Ces dernières étant mainte- 
nant établies sans restriction pour les monômes positifs ou négatifs, 
et pour les polynômes dans lesquels la partie positive est plus 
grande ou plus petite en valeur absolue que la partie négative, il 
en est de môme des règles de la«»division. 

116. Les règles données aux n"' 50 à 58 pour le calcul desfrac- 
tionsalgébriques, n'étant fondéesquesurcellesdesquatre opérations 
principales, elles acquièrent la môme généralité que cellea*ci. 
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117. Deux quantités algébriques sont égales lorsqu'elles ont 
même valerur absolue et même signe. Si on les multiplie chacune 
par une même troisième, les produits seront égaux ; car il est évi- 
dent qu'ils auront aussi même valeur absolue et même signe. 

Il suit de là qu'on peut, sans troubler une égalité, miiltiplier ses 
deux membres par une même quantité algébrique ; ce qui généra- 
lise la transformation indiquée au n°61. 

On démontrerait de même qu'on peut, sans troubler une égalité, 
diviser ses deux membres par une même quantité algébrique ; ce 
qui généralise la transformation du n^62. 

Remarque. On peut dans une égalité changer les signes de tous 
les termes, car cette transformation revient à multiplier ou à divi- 
ser à la fois les deux membres par — 1 . 

On retrouve ainsi, par une autre voie, une règle déjà démontrée 
(68, IV). 

§ II. Discussion des problèmes du premier degré à une seule inconnue. 

118. Lorsqu'on a résolu un problème d'une manière générale, 
c'est-à-dire en représentant les données par des lettres, comme 
nous l'avons fait, par exemple, aux n°^ 74, 76 et 93, il est utile de 
rechercher les principales circonstances que présente la solu- 
tion suivant les valeurs particulières qu'on peut attribuer à ces 
données. L'examen méthodique de ces circonstances est ce qu'on 
nomme la discmsionda problème. 

Nous nous occuperons dans ce paragraphe de la discussion des 
problèmes qui conduisent à une seule équation, à une seule in- 
connue. 

Une pareille équation, lorsqu'on y a fait disparaître les dénomi- 
nateurs, qu'on a rassemblé dans un membre tous les termes affectés 
'de l'inconnue, et dans l'autre tous les termes indépendants de celte 
inconnue, qu'enfin on a mis l'inconnue en facteur commun parmi 
les termes oùellese trouve, peut toujours être ramenéeà laforme 

kx=zB , ' [1] 

dans laquelle A et B peuvent être des quantités quelconques, 
monômes ou polynômes, algébriques ou numériques. 

On tire de cette équation ^^^t . 

C'est cette valeur qu'il s'agit de discuter. 

119. Lorsqu'on attribue aux données de la question des valeurs 
particulières, les quantités A et B prennent elles-mêmes di- 
verses valeurs. Il peut arriver que A et B soient de même 
signe, ou bien qu'ils soient de signe contraire ; que l'une d'elles 
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s'annule, ou qu elles s'annulent toutes deux à la fois. Nous allons 
examiner ces divers cas. 

I. Si A et B sont de môme signe, leur quotient est positif; 

la valeur •'ï?=t est alors une réponse directe à la question, et 

ne donne lieu à aucune remarque. 

IL Si A et B sont de signes contraires, leur quotient est 
négatif; on peut alors distinguer deux cas. 

Ou la quantité que x représente est susceptible d'être comptée 
dans deux sens opposés, qui correspondent, Tun à ses valeurs po- 
sitives, l'autre à ses valeurs négatives. Dans ce cas, une valeur 
négative trouvée pour l'inconnue est encore une réponse directe à 
la question. Si, par exemple, l'inconnue x représentait un cer- 
tain nombre de degrés du thermomètre, comptée à partir de zéro, 
une valeur telle que — 6 n'aurait rien que de parfaitement ad- 
missible, et répondrait à 6° au-dessous de zéro comme la valeur + (> 
répondrait à 6° au-dessus de zéro. Cela résulte des conventions 
- dont nous avons parlé n"* 107. 

Ou la quantité que x représente n'est susceptible d'être comptée 
que dans un seul sens. Alors une valeur négative trouvée pour x 
est un caractère d'impossibilité du problème, tel qu'il a été posé 
du moins. Cette valeur négative indique un vice dans l'énoncé, ou 
au moins dans la manière de l'entendre; elle montre qu'une quan- 
tité qu'on avait regardée comme additive aurait dû être regardée 
comme soustractive, ou vice rer^a;etron peut, en rectifiant Té- 
nonce, arriver à une valeur positive numériquement égale à la va- 
leur négative trouvée en premier lieu. 

Pour opérer cette rectification dans l'énoncé, on remarque que, 
si l'on a trouvé, par exemple, la valeur 

et qu'on change a: en — x dans l'équation du problème, les 
calculs demeureront les mêmes, à l'exception du signe de x ; en 
sorte qu'on parviendra à l'équation 

— x= — 6 , ce qui revient à x^=^ii . 

Ainsi donc, on changera x en — x dans l'équation du pro- 
blème; il sera facile alors de reconnaître le changement qu'il faut 
faire subir à l'énoncé pour qu'il conduise à l'équation ainsi modi- 
fiée, au lieu de conduire à l'équation primitive. 

120. Soit proposé, par exemple, ce problème: 
Un ouvrier fait, par jour, a mètres d'une certaine étoffe ; un second 
ouvrier en fait b mètres dans le même temps. Le premier a déjà 

Alg. s. 7 
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fait c tnètres^ et le second en a fait m de plus. On demande dans 
combien de jours les deux ouvriers en auront fait autant l'un que 
l'autre. 

Désignons par x le nombre de jours demandé. Le premier ou- 
vrier faisant a mètres par jour, en fera en x jour un nombre 
marqué par le produit de a et de x, c'est-à-dire ax; au bout 
de ce temps, le nombre total de mètres qu'il aura fait sera donc 
c-{-ax . Le second ouvrier faisante mètres par jour, en fera en 
X jours un nombre marqué par bx^ et au bout de ce temps, 
le nombre total de mètres qu'il aura fait sera c-^m + bx . Or, 
d'après l'énoncé, ces deux nombres doivent être égaux; on doit 
donc avoir l'équation 

c-^ax^zc^in-^bx [1] 

d'où l'on tire x=:;-^ 

a — 6 

c'est-à-dire que, pour obtenir le nombre de jours demandé, il faut 
diviser l'avance du second ouvrier par la différence entre les nom- 
bres de mètres que les deux ouvriers font par jour; résultat auquel 
on aurait pu d'ailleurs parvenir directement. On remarquera de 
plus que la donnée c n'a servi que dans la mise en équation, et a 
complètement disparu du résultat, qui en est par conséquent indé- 
pendant. 

Si l'on fait les hypothèses particuliers fl = 8 , 6 = 5 , m=12, 
on trouve 

12 . 

ar=j3g ou x=i , 

Mais si l'on fait, au contraire, les hypothèses a =5 , 6=:8 , 
w=12 , on trouve 

a:=r3g ou x= — 4 . 

Cette valeur négative indique qu'il y a alors un vice dans l'é- 
noncé. Et, en effet, le premier ouvrier travaillant moins vite que le 
second, ne pourra jamais rattraper celui-ci , qui a une avance de 
12 mètres. La quantité x , qu'on avait regardée comme additive, 
doit donc être regardée comme soustractive. Changeons donc x 
en — X dans l'équation [1] du problème, il viendra 

c — ax=c^m — bx . [3] 

et Ton voit facilement que pour que l'énoncé conduise à l'équa- 
tion ainsi modifiée, il faut poser la question en ces termes : 

Combien s' est-il écoulé de jours depuis celui où le nombre de mètres 
faits par chacun des ouvriers était le même? 
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En résolvant l'équation [3], on obtient 

^=1 — . [4] 

b—a '- ^ 

et, si l'on met pour a , 6 , m , les valeurs 5 , 8 , 12 , qui 
avaient conduit tout à l'heure aune valeur négative, on trouve 

3C=- ^ OU 07=4 . 

o — 5. 

Remarque. Si l'on avait, dès4'abord, regardé le nombre de jours 
X comme susceptible d'être compté indifféremment vers l'avenir 
ou vers le passé, c'est-à-dire si on avait considéré x comme une 
quantité algébrique (lit), on aurait pu sur-le-champ admettre la 
valeur négative, sans être obligé de modifier l'énoncé, autrement 
qu'en remplaçant ces mots dans combien de jours, par les mots de- 
puis combien de jours, et le mot sera par les mots a été, ce qui est 
simplement une nécessité de langage. Et la valeur négative trouvée 
pour X eût indiqué que l'époque cherchée était antérieure, au 
lieu A.t postérieure à l'instant que l'on prend pour point de dé- 
part. , 

121. III. Il peut arriver que, par suite des valeurs particulières 
attribuées aux données, le numérateur B de la valeur 

B 

devienne nul, sans que le dénominateur le soit, ce qui donne 



Une valeur de cette forme n'est autre que zéro ; car zéro divisé 
par une quantité quelconque donne évidemment pour quotient 
zéro. Si l'on conservait quelque doute à cet égard, il suffirait de re- 
monter à l'équation 

A;r=B , 

qui se réduit alors à. Aa?=0 , 

et ne peut être satisfait que par la valeur 

^=0 ; 

car, pour annuler ici un produit tel kx , il faut annuler un de 
ses facteurs ; et le facteur A est supposé différent de zéro. 

Le problème précédent conduirait à une valeur nulle si l'on fai- 

.sait l'hypothèse particulière m= . Et, en effet, tes quantités 

d'ouvrage faites par chaque ouvrier étant alors égales, la condition 

indiquée par l'énoncé se trouve remplie dès le jour même, et par 

conséquent le nombre de jours cherché est;ar^ro. 
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129. IV. [1 peut arriver que les hypothèses faites sur les données 
annulent le dénominateur A , sans annuler le numérateur, et 
qu'on ait 

_B 

Remarquons d'abordque Ton ne sait pas a priori si une pareille 
expression pourrait être légitimement déduite de l'équation Aa7=B ; 
car il faut pour cela diviser ses deuxftiembres par unequanti té nulle, 
ce qui n'est point permis en général (64, rem.). Or, cette équation 
se réduit alors à 0=8 , et ne saurait par conséquent être sa- 
tisfaite par aucune valeur de x . L'hypothèse A=0 répond 
donc à un cas d'impossibilité. 

Pour voir ce que peut signifier en lui-même le symbole - , sup- 
posons d'abord que A , au lieu de devenir nul, prenne seulement 
une valeur très-petite, par exemple 0,001 ; on aura 



0,001 



ou a:=1000B 



Supposons en second lieu que, par de nouvelles hypothèses, le dé- 
nominateur A prenne une valeur encore plus petite, 0,000001 
par exemple ; il viendra 

^=ôfiàm «" ^-*000000B . 

Si Â prenait une valeur pias petite encore, par exemple 
0,000000001 , on aurait 

^= o.ooolooi ««^ •r-lOOOÛOOOOOB . 
On voit qu'à mesure que le dénominateur A acquiert des va- 
leurs de plus en plus petites, la valeur j prend au contraire des 

valeurs de plus en plus grandes. Si donc on attribue à A la va- 
leur zéro, c'est-à-dire une valeur moindre que toute quantité assi- 

gnable, la fraction — prendra au contraire une valeur plus grande 

que toute quantité assignable ; c'est ce qu'on appelle une valeur 
infiniment grande^ ou infinie. On dit, en conséquence, que l'exprès- 

sion ^ est le symbole de l'infini. 

Si, par exemple, dans le problème du n® 120 on fait l'hypo- 
thèse a=ô , on trouve ^=^ . Or, si l'on remonte à renoncé 
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du problème, il est facile d'interpréter ce résultat. Au lieu de sup- 
poser a = b , c'est-à-dire au lieu de supposer que les 'deux ou- 
vriers font chaque jour le même nombre de mètres, supposons 
d'abord que a surpasse b d'une très-petite quantité, c'est-à- 
dire que la quantité d'ouvrage faite journellement par le premier 
ouvrier ne surpasse que de très-peu celle que fait journellement le 
second; il est clair qu'il faudra au premier ouvrier un temps consi- 
dérable pour rattraper le second. Si donc l'excès de a sur b est 
pluspetit que toute quantité assignable, il faudra au premier ou- 
vier pour rattraper le second un temps plus long que toute quan- 
tité donnée; c'est-à-dire que si a=6 , le temps cherché sera 
infini. ^ 

Une solution infinie^ ou de la Torme - , est donc un caractère 
dimpossibilité. 

Remarque I. Puisque cette impossibilité se manisfeste sur Tex- 

pression - aussi bien que sur l'équation Aa; = B d'où on l'a 

déduite, on voit que cette déduction peut être regardée comme lé- 
gitime, bien qu'elle consiste à diviser par A , c'est-à-dire alors 
par zéro, les deux membres de l'équation. 

Remarque I[. Il est utile de remarquer que les solutions infinies 
peuvent être en même temps négatives. Si, par exemple, dans le 
problème du n^ ISK), on fait l'hypothèse a<6 , on a vu que la 
valeur de x dévenait négative : c'est-à-dire que si l'on suppose 
que le premier ouvrier travaille moins vile que le second, ce n'est 
qu'à une époque antérieure qu'ils ont pu avoir fait autant d'ouvrage 
l'un que l'autre. Or, cette époque antérieure sera d'autant plus éloi- 
gnée que l'excès de b sur a sera plus petit ; si donc on sup- 
pose cet excès nul, ou a = b , les ouvriers n'auront pu avoir 
fait autant d'ouvrage l'un que l'autre qu'à une époque antérieure 
infiniment éloignée. En sorte que la solution est à la fois négative et 
infinie. On trouve, en effet, 

m 
x=-- . 

Ce caractère d'impossibilité est de même nature que l'infini po- 
sitif; il n'y a de différence que dans le sens. 

Remarque IH. On représente quelquefois l'infini positif par le 
signe -j- 00 , et l'infini négatif par — oo . 

123. V. Il peut arriver enfin que les hypothèses faites sur les 
données représentées par des lettres, -annulent à la fois le numéra- 
teur B et le dénominateur A de la valeur de l'inconnue x , 
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auquel cas cette valeur prend la forme 



Comme on ignore ce que peut signifier un pareil symbole, et 
qu'on ne sait d'ailleurs s'il pourrait être légitimement déduit de 
l'équation Aa; = B , puisqu'il faudrait diviser ses deux membres 
par zéro^ il faut remonter k l'équation môme. 

Or, dans le cas où A et B sont nuls, cette équation est sa- 
tisfaite d'elle-même, quelle que soit la valeur qu'on attribue à x , 
puisque les deux membres sont tous deux égaux à zéro. Le pro- 
blème admet donc autant de sol^^itos qu'on voudra ,et par consé- 
quent r expression ~ est un symbole d'indétermination. 

Si, par exemple, dans le problème du n® 120, on fait en même 
temps les deux hypothèses m = et a=6 , la valeur de x 

prend la forme - . Or, il est clair en effet que si aucun des deux 

ouvriers n'a d'avance sur l'autre, et s'ils font chaque jour le môme 
nombre de mètres, le nombre total de mètres faits par chacun d'eux 
sera continuellement le même, et que par conséquent toute valeur 
imaginable de x sera une solution du problème. 

On peut, en étudiant l'expression - en elle-même, recon- 
naître également une quantité indéterminée. Concevons en effet 
une fraction algébrique - dont les deux termes décroissent en 

conservant entre eux le même rapport. Ce rapport restant, par hy- 
pothèse, le même, quelque petits que soient ses deux termes en 
valeur absolue, on doit admettre qu'il restera encore le même à la 
limite, c'est-à-dire quand les deux termes seront nuls et que la 

fraction sera réduite à la forme ^ . Cette forme peut donc repré- 
senter le rapport dont nous parlons. Mais, comme ce rapport est 
quelconque d'ailleurs, on voit que ^ peut représenter telle quan- 
tité que l'on voudra. 

Remarque I. Puisque l'indétermination se manifeste aussi bien 
sur l'expression - que sur l'équation A^=B d'où elle est dé- 
duite, on voit que la déduction se trouve légitimée, bien qu'elle 
consiste alors à diviser les deux membres de l'équation par zéro. 

Remarque II. Il faut observer toutefois que la valeur x peut 
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prendre la forme x , sans qu'il y ait indétermination réelle, lors- 
qu'on a négligé de supprimer les facteurs communs au numérateur 
et au dénominateur. 
Supposons, par exemple, qu'un problème ait conduite la valeur 

et qu^on fasse les hypothèses particulières a = 6 et 6 = 2 ; on 
trouvera 

ce qui semble indiquer, dans ce cas, une indétermination du pro- 
blème. Mais si Ton observe que les deux termes de la valeur 
de X sont divisibles par a — 36 , et qu'on effectue cette divi- 
sion, il restera 

^ <»+6 

T. " 1 

a+36 ' 
et si l'on fait, dans cette valeur ainsi simplifiée, les hypothèses 
a=6 et 6=2 , qui avaient donné ^ , on trouve 

8 2 

J?=r: — OU J?=- 
— 12 — 3 ' 

valeur parfaitement déterminée. 

On voit combien il est important de supprimer les -facteurs qui 
peuvent être communs aux deux termes de la valeur d^ l'inconnue, 
puisque, indépendainment d'une plus grande complication qu'ils 
introduisent dans l'expression de cette valeur, ils peuvent encore 
induire en erreur dans certains cas particuliers de la discussion du 
problème. 

§ III. Discussion Jes problèmes du premier degré à deux inconnues. 

124. Soient les deux équations 

aa:-4-6y =c , [1] 

a'x\^h'y=d . [2] 

Pour en tirer les valeurs de x et de y, nous allons employer 
la méthode exposée au n® 80. Multiplions tous les termes de l'équa- 
tion [1] par 6' et tous ceux de l'équation [2] par 6 ; ces équa- 
tions deviendront 

ab'x^bb'y=cb' \ 

a'hx^b'by=c'b ) [3] 
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et, en les retranchant membre à membre, on obtient 

(aV—a'b)x=cb' — c'b , d'où x=^^;=^ . [4] 

Substituant celte valeur de x dans l'équation [1], on trouve 

ab'-^a'b -T^y— ^ ' 
d'où Ton lire y=^E^t • ' t^^ 

Remarque. On aurait pu obtenir directement la valeur de y en 
multipliant tous les termes de Téquation [i] para' , tous ceux de 
Téquation [2] par a , et retranchant membre à membre la pre- 
mière de la seconde. 

I2S. Il y a un moyen mnémonique très-simple de se rappeler 
CCS valeurs générales, ou de les reformer directement au besoin. 
On écrit sur une même ligne les deux combinaisons ab et ba ; 
on les sépare par le signe — , et dans chaque terme on accentue 
la seconde lettre, ce qui donne ab' — ba' ; on a ainsi le dénomi- 
nateur commun aux deux valeurs. 

Pour former le numérateur de la valeur de a: , il suffit de 
remplacer, dans ce dénominateur, les lettres a et a' par les 
lettres c et c' , c'est-à-dire chaque coefficient de x par le 
terme indépendant des inconnues qui lui correspond; on obtient, 
en effet, ainsi cb' — bc' , qui est bien le numérateur de la valeur 
de X . 

Pour former le numérateur de la valeur dey , il faut remplacer 
dans le dénominateur les lettres b et b' par les lettres c et 
c' , c'est-à-dire chaque coefficient de y par le terme indépen- 
dant des inconnues qui lui correspond; on obtient ainsi, en effet, 
ac' — ca' , qui est bien le numérateur de la valeur de y . 

126! On peut se servir de ces valeurs générales pour résoudre 
deux équations particulières. Il suffit pour cela d'y remplacer les 
lettres a , 6 , c , a' , 6' , c' , par leurs valeurs. 

Soient, par exemple, les deux équations 

5^4-2^=33 , 
7x — 2y—r3 , 

déjà traitées au n^ 80. On aura, dans cet exemple, 

a = 5 , 6=2 , c=33 , a' = 7 , 6'=— 3 , c'=23 . 

Par suite, en substituant dans les valeurs générales [4] et [5] , on 



Digitized by 



Google 



DISCUSSION DES PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ. 103 

trouvera 

33X(— 3)— 23X2 --99— 46 — H5 „ 

^~" 5X(--3)— 7X2 — 15 — 14~— 29~^ ' 

5X23 — 7X33 U5— 231 -.H6 __, 

^~"5X(— 3)— 7X2 — i5 — U~— 29~* ' 

comme au numéro cilé. 

Mais il sera, presque toujours, préférable de traiter directement 
chaque exemple particulier. Le principal usage des valeurs géné- 
rales est dans la discussion que nous allons faire. 

127. Cette discussion a pour but d'examiner les formes les plus 
remarquables que peuvent prendre ces valeurs lorsqu'on vient à 
faire des hypothèses particulières sur la valeur des lettres qui y 
entrent. 

L D'abord, si les hypothèses particulières donnent pour x et 
y des valeurs positives, ces valeurs sont une réponse directe à la 
question, et ne donnent lieu à aucune remarque. 

IL Si les valeurs particulières attribuées aux lettres donnent pour 
l'une des inconnues ou pour chacune d'elles une valeur négative, 
il pourra arriver que ce soit le signe d'une impossibilité dans le 
problème; c'est ce qui aura lieu si la quantité dont il s'agit n'est 
susceptible par sa nature d'être comptée que dans un seul sens. 
Dans ce cas on suivra la marche déjà indiquée à l'occasion d^s pro- 
blèmes aune seule inconnue: on changera dans les équations du 
problème le signe de l'inconnue pour laquelle on aura trouvé une 
valeur négative, et l'on cherchera le changement qu'il faut intro- 
duire dans l'énoncé pour qu'il conduise aux équations ainsi modi- 
fiées, au lieu de conduire aux équations primitives. Il pourra arri • 
ver au contraire que la valeur négative trouvée puisse être admise 
comme réponse à la question; c'est ce qui aura lieu si la quantité 
dont il s'agit est susceptible d'être comptée indifféremment dans 
deux sens opposés. 

Nous allons donner des exemples de ces deux cas. 

^^ 128. Problème. Un ouvrier a travaillé une première fois dans 
une maison pendant 7 jours , sur 3 desquels il a eu avec lui un 
apprenti^ et il a touché 29 francs. Une seconde fois-, le même ouvrier 
a travaillé pendant i l jours , sur 4 desquels il a eu avec lui son 
apprenti^ et il a touché 47 francs. On demande ce qus gagnait l'ouvrier 
par jour^ et ce que lui rapportait le travail de son apprenti . 

La traduction de cet énoncé conduit immédiatement aux deux 
équations 

7x + ^y=i9 , 
Hœ+iy = i7 , 
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dans lesquelles x représente le gain journalier de Touvrier, et 
y ce que lui rapporte par jour le travail de son apprenti. 

En éliminant y on trouve x=^ ; et cette valeur, mise 
pour X dans la première équation donne 

35 + 3y=29 , d'où y = — 2 ; 

résultat inadmissible. 

Changeons donc le signe de y dans les équations du problème, 
qui deviendront 

7a:_3y — 29 , 
llx—iy=:i7 . 

On voit que les quantités 3y et 4y , qu'on avait d'abord re- 
gardées comme additives, doivent être au contraire regardées 
comme soustractives ; c'est-à^ire que Tapprenti, au lieu de rap- 
porter chaque jour à son maître une somme y\ lui coûte au 
contraire une certaine somme. Il faudra donc poser la question de 
cette manière: On demande ce que gagnait l'ouvrier par jour, et ce 
que lui coûtait son apprenti. 

Avec cette modiGcation on trouve x = 4 et i/ = 2 , qui ré- 
pondent alors directement à l'énoncé. 

129. Problème. Deux courriers parcourent la même route ; l'un 
fait a kilomètres par heure, l'autre fait, b kilomètres dans le 
même temps ; le premier a passé à minuit en un point A situé sur 
la route ; le second, h heures après, a passé en un point B situé 
à d kilomètres au delà du point A . On demande le lieu et r heure 
de leur rencontre, 

Y A B 



R" R' R 

Nous supposerons d'abord que les deux courriers marchent dans 
le même sens, de X vers Y . Soit R le lieu de la rencontre, 
supposé siluë au delà du point B . Désignons par x la dis- 
tance BR , et par y le nombre d'heures écoulées depuis mi- 
nuit jusqu'à l'instant de la rencontre. 

Le premier courrier aura parcouru la distance AR on d-^x 
en y heures ; et comme il a fait a kilomètres par heure^ on aura 
l'équation 

ay = d-\-x , . - [l] 

Le second courrier aura parcouru la distance BR ou x en 
y — h heures; et comme il fait ft kilomètres par heure, on aura 
pour seconde équation 

h{y—h)=x . [3] 
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Éliminant a?, on obtient 

ay=.d+h{y-h), d'où y=^ ; [3] 

.. , d — hh — ahA-hh d — ah 
par suite, y-h= ^,6^ ^-^nj , 

et enfin x=^^^^ . [i] 

1° Si Ton a a>6 et d>ah ^ on aura à plus forte raison 
d > 6A ; les termes des valeurs de a: et de y étant positifs, 
ces valeurs seront positives elles-mêmes, et répondront directement 
à la question. Si, par exemple, on suppose a= 12^ , 6=9" , 
d = 63'' et h = i heures, on trouve 

.^=45'' et y=9'' . 

Cest-à-dire que les courriers se rencontreront à 45 kilomètres 
au delà du point B , et que la rencontre aura lieu à 9 heures 
du matin. 

2^ Supposons, au contraire, que Ton ait a>6 et d> bh , 
maison même temps d<iah ; on trouvera pour y une valeur 
positive, mais pour x une valeur négative. Comme la distance 
BR est susceptible d'être comptée indifféremment à droite ou à 
gauche du point B , c'est-à-dire comme x est une quantité 
algébrique^ nous savons que les valeurs négatives n'ont rien d'ab- 
surde et peuvent s'interpréter ; ayant admis comme positives les va- 
leurs comptées vers la droite, nous admettrons comme négatives 
celles qui seront comptées vers la gauche. La solution s'interprétera 
donc en disant que la rencontre au lieu de se faire au delà du 
point B , se fera en deçà de ce point, en R' par exemple. 

C'est ce qui doit être, en effet ; car ah étant le chemin par- 
couru par le premier courrier dans h heures , la condition 
d<,ak indique que, à h heures après minuit, il aura parcouru 
une distance plus grande que d , et dépassé par conséquent le 
point B au moment où le second courrier y arrive ; et comme il 
va plus vite que celui-ci, la rencontre ne pourra avoir lieu au delà 
du point B . 

Soient par exemple , 0=12" , 6=9'' , d=i2^ et A = 4: 
on trouvera 

y = 2'* et 07=— IS'' ; 

c'est-à-dire, d'après l'interprétation précédente, que la rencontre 
aura lieu à 2 heures du matin, et à 18 kilomètres en deçà du 
point B . 

On arriverait auxmêmes résultats en traitant laquestion directe- 
ment dans l'hypothèse d'une rencontre entre A et B . Soit, 
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en effet, R' le point de rencontre, et faisons BR'=a: . Le che- 
min parcouru par le premier courrier sera AR' ou d — x ; on 
aura donc pour première équation 

ay = d — X . 

Le chemin parcouru par le second courrier sera BR' ou x ; 
quant au temps employé, ce ne sera plus y — h ^ mais bien 
h — y ; car pour qi^e la rencontre ait lieu entre A et B , il 
faut nécessairement que rinstant de la rencontre -précède celui où 
le second courrier arrive en B , c'est-à-dire que y doit être 
moindre que h . On aura donc l'équation 

b(h — y)—x . 

Or, ces deux équations pourraient se déduire des équations primi- 
tives [1] et [2], en y changeant x en — x ; elles conduiront 
donc aux mêmes valeurs, sauf le signe de x . 

3® Si l'on faisait les hypothèses a >* et d<,bh , on auraità 
plus forte raison d<^ah , et les valeurs de oî et de y se- 
raient toutes deux négatives. On trouvera l'interprétation de ce ré- 
sultat en regardant à son tour y comma une quantité algébrique, 
c'est-à-dire en supposant que y désigne un nombre d'heures sus- 
ceptible d'être compté indifféremment avant ou après minuit; la 
rencontre aurait lieu alors un certain nombre d'heures avant mi- 
nuit, et à gauche du point B . Le point de rencontre serait même 
situé à gauche du point A , en R" par exemple. En effet, la 
valeur absolue de x est alors 

b{ah^d) ahh — bd . 

a— 6 a—b * 

or, puisque hh est plus grand que d , cette valeur de x est plus 
grande que 

ad-^bd d(a^b) , 

C'est ce qu'on voit encore en remarquant que bh est le che- 
min parcouru dans h heures par le second courrier ; et que, 
puisque bh est plus grand que d , le second courrier était, à 
minuit, à gauche du point A , et que, par conséquent, la ren- 
contre n'a pu avoir lieu que de ce côté. 

Si» par exemple, on a a = li^ , 6 = 9^ , d=30'' et A = 4 , 
on trouve y = — 2eta? = — 54^ ; c'est-à-dire, d'après l'inter- 
prétation précédente, que la rencontre a eu lieu 2 heures avant 
minuit, et à 54 kilomètres à gauche du point B (ou à 24 kilo- 
mètres à gauche du point A ;. 
' On peut encore vériGer ces résultats en traitant directement le 
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problème pour le cas où la rencontre serait supposée avoir lieu en 
un point R" situé à gauche du point A . 

En effet, soient x la dislance BR" » et y le nombre d'heures 
écoulées depuis l'instant de la rencontre jusqu'à l'arrivée du pre- 
mier courrier en A , c'est-à-dire jusqu'à minuit. Le chemin par- 
couru par le premier courrier en y heures sera AR" ou a? — d ; 
on aura donc pour première équation » ^ 

ay=:x — d . 

Le' chemin R"B ou x aura été parcouru par le second cour- 
rier dans un temps qui se compose de y -|- A , puisque le second 
courrier n'arrive en B que h heures aprè^ que le premier esl 
arrivé en A ; on aura donc pour seconde équation 

Or, ces deux équations se déduisent des deux équations primi- 
tives [1] et [2] en y changeant à la fois a: en — x et y en 
— y . Elles donneront donc les mêmes valeurs avec des signes con- 
traires. 

130. Remarque L Nous, avons supposé jusqu'ici que le second 
courrier passait en B , un nombre h d'heures après que le 
premier a passé en A ; on pourrait supposer que cela a lieu au 
contraire h heures avant. On va voir qu'il suffit pour introduire 
cette hypothèse nouvelle de changer partout A en — A ; en 
sorte que les formules primitives resteraient applicables si l'on 
regardait h comme une quantité algébrique susceptible d'être 
comptée indifféremment en plus ou en moins. En effets reprenons 
le premier cas où la rencontre a lieu en R ; on aura, comme plus 
haut, 

ay=.d-{-x . 

Le temps employé par le second courrier à parcourir l'espace BR 
ou X , sera alors A -+-y , puisque le second part de B , un 
nombre A d'heures avant que le premier parte du point A ; on 
aura donc pour seconde équation 

équation qui ne diffère de celle obtenue dans le numéro précédent 
qu'en ce que — A est remplacé par 4: A ^ ou que A est changé 
en — A .Il suffira donc pour obtenir les valeurs de ^ et y de 
changer, dans celles obtenues plus haut, le signe des termes où 
entre A , ce qui donnera 

y_^ et a,=*-î^±?l . 
«y a — 6 a — o 

Si, par exemple, dans l'hypothèse dont nous parlons, on suppose 
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a=12* , 6=9*, d=i30* et A=2* on trouvera x—iQ^^ 
et y = 16* . 

131. Remarque II. Nous avons supposé jusqu'à présent que le 
premier courrier va plus vite que le second, ou qu'on a a > é ; 
on pourrait faire Thypothèse contraire. Le dénominateur des valeurs 
de X et de y devenant alors négatif, les valeurs positives 
trouvées pléis haut deviendraient négatives, et les négatives devien- 
draient positives. On trouveraild'ailleursfacilementrinterprétation 
de tous ces résultats; nous ne nous y arrêterons point. 

Mais nous avons admis jusqu'ici que les deux courriers mar- 
chaient dans le même-sens; voyons si les formules primitivement 
obtenues seraient encore applicables au cas où les deux courriers 
marcheraient à la rencontre l'un de l'autre. 

Admettons, par exemple, que le premier courrier allant de A 
vers B et le second de B vers A , la rencontre se fasse en R' 
entre A et B . Soit x la distance BR' et supposons que le 
second courrier arrive en B , un nombre h d'heures après que 
le premier est arrivé en A . Soit enfin, comme ci^essus, y le 
nombre d'heures écoulées depuis le passage du premier courrier 
en A , c'est-à-dire depuis minuit, jusqu'à l'instant de la ren- 
contre. 

Le chemin parcouru en y heures par le premier courrier sera 
AR' ou d — a? ; on aura donc 

ay=d — X . 

Le chemin x sera parcouru par le second courrier dans un 
temps marqué par y — A , comme dans le premier cas ; on aura 
donc pour seconde équation 

b(y — h)=x . 
De ces deux équations on tire 

y—a+b ^^ ^— a+b • 

Or, ces valeurs pourraient se déduire des valeurs primitives en y 
changeant le signe de b et celui de x ; car ces valeurs primitives 
donnent alors 

^ a+b 0+6 a-{-b 

On voit donc que les valeurs primitives seraient applicables au 
cas qui nous occupe, si, d'une part, on continuait à regarder x 
comme négatif lorsque cette distance, est comptée à gauche du 
point B , et si, de l'autre, ayant regardé b comme positif lorsque 
ce nombre de kilomètres parcourus dans une heure par le second 
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courrier représentait un chemin fait vers ladroite, on convenait de 
regarder b comme négatif lorsqu'il représente un chemin fait 
vers la gauche. 

Il résulte de tout ce que nous avons dit dans ces trois derniers 
numéros que les formules établies pour un cas particulier du pro- 
blème que nous avons en vue deviennent applicables à tous les cas 
de ce problème, lorsqu'on y regarde les quantités x ^ y y h , 
b , etc., comme des quanti tes algébriques, c'est-à-dire comme sus- 
ceptibles d'être comptées indifféremment dans deux sens opposés. 
Et toutes les fois que les quantités considérées sont effectivement de 
cette nature, les formules établies dans un cas particulier devien- 
nent applicables à tous ; c'est là line vérité qui ne peut être direc- 
tement démontrée, mais qui a été vérifiée un assez grand nombre 
de fois pour qu'on puisse la regarder comme bien établie. 

132. Nous allons maintenant reprendre la discussion des valeurs 
générales du n** 124 : 

cb' — bc' ac' — ca' 

^—af^-ba' ®^ y— ah' — ha' ' 

III. Nous avons examiné, dans ce qui précède, tous les cas où 
aucun des deux termes de ces valeurs générales ne devient nul. Il 
nous reste à examiner ceux dans lesquels l'un de ces termes ou 
tous deux à la fois prennent la valeur zéro. 

Si l'un des numérateurs prend seul la valeur zéro, celui de x 
par exemple, il en résulte, une valeur nulle pour x , ce qui 
n'offre aucun caractère d'impossibilité. 

Si les deux numérateurs sont nuls, sans que le dénominateur 
commun le soit, a? et y sont nuls en môme temps. C'est ce qui 
a lieu quand on fait les hypothèses c=0 et c' = . Il est clair 
d'ailleurs que cela ne peut avoir lieu que dans ce cas. Car les va- 
leurs j:=0 et j/=0 rendant nuls les premiers membres des 
équations 

ax-\-by=:c et a'a?-|-6'y = c' , 

ces équations ne peuvent être satisfaites par ces valeurs qu'autant 
que les seconds membres sont nuls. 

133. IV. Si le dénominateur commun prend la valeur zéro, sans 
que les numérateurs soient nuls, les valeurs de x et de y pren- 

nent la forme - que nous avons déjà rencontrée (122) dans la 

discussion des problèmes à une seule inconnue, et qui s'est pré- 
sentée à nous comme le symbole de l'infini ou d'une impossibilité. 
Comme on ne sait pas, a priori, si cette valeur peut être légiti- 
mement déduite des équations proposées, puisqu'il faudrait pour 
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cela, quelle que fût d*ailleurs la méthode employée, diviser les 
deux membres d'une équation par zéro, il faut remonter aux équa- 
tions mémos : 

ax-^-by^c et a'x-\-b'y=ic' . 

Pour les mieux comparer, multiplions la première par b' et la 
seconde par b ; elles deviennent 

ab'x+bb'y=cb' et a'bx+bb'y=bc' . [A] 

Or, si le dénominateur des valeurs de a? et de y est nul, 
on a 

ab' — a'b=0 *ou ab'=^ab ; 

dans les deux équations [A] les premiers membres sont donc iden- 
tiques sans que les seconds le soient; ces deux équations et par con- 
séquent les deux proposées sont donc incompatibles. 

Remarque. L'impossibilité étant manifeste sur les équations 
comme sur les valeurs qui en sont déduites, on peut regarder la 
déduction comme légitime. 

134. Prenons pour exemple le problème des courriers. 
Si Ton suppose a=^b dans les valeurs de a? et de y du 
n** 129, on trouve 

d—bk , hid—ah) 

y=-ô-' et x=^—^^) 

si Ion fait la même hypothèse dans les équations primitives 

ay=zd+x et b{y—h)=zx , 

elles deviennent 

ay=d-\-x et a(y — h)=x ou ay=iah-\-x . 

Sous cette forme, l'incompatibilité est manifeste, puisque l'on a les 
mêmes premiers membres et des seconds membres différents. 

En considérant le problème en lui-même, l'impossibilité n'est 
pas moins évidente ; car, si la vitessedu premier courrier surpasse 
de très-peu celle du second, il lui faudra un temps considérable 
pour le rattraper, et la rencontre n'aura lieu qu'à une distance très- 
grande. Si donc les deux vitesses deviennent égales, on peut dire 
qu'il faudra au premier courrier un temps infini pour rattraper le 
second, et que la rencontre aura lieu à une distance infinie. Ce qui 
revient à dire que la rencontre 6st impossible. 

138. V. Si les deux termes de la valeur de l'une des inconnues 
deviennent nuls, il en sera en général de même des deux termes 
de la valeur de la seconde, et ces deux valeurs se présenteront 
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SOUS la forme ^ , qui, dans les problèmes à une seule inconnue, 

est en général un caractère d'indétermination (123). 

Supposons, par exemple, que la valeur générale de x se pré- 
sente sous cette forme, et qu'on ait à la fois 

'cb'—c'b=^0 et ab'—a'b=0 , 
ou cb'=c'b et ab'=a'b , 

En divisantces relations membre à membre, et supprimant les fac- 
teurs communs, on en tire 

-=T, ou ac'=a'c , ou ac' — ac=0 , 
c c 

c'est-à-dire que le numérateur de la valeur de j^ est nul ; et 
comme elle a le même dénominateur que celle de ar, il s'ensuit 

qu'elle prend aussi la forme ^ , 

Comme on ne sait si ces valeurs peuvent être légitimement dé- 
duites des équations, puisqu'il faudrait pour cela diviser les deux 
membres d'une même équation par zéro, il faut remonter aux 
équations mêmes, ou plutôt aux équations [A] que nous en avons 
déduites. 

Or, énxomparant ces équations, on reconnaît qu'elles sont iden- 
tiques, puisque ab' est égal à a'b , et cb' à c'b . Ces 
deux équations, et par conséquent les deux proposées, rentrent 
donc l'une dans l'autre; on n'a, pour résoudre le problème, qu'une 
même équation sous deux formes différentes; ce problème est donc 
indéterminé. 

Remarque. L'indétermination se manifestant sur les équations 
proposées comme sur les valeurs de la forme g qui en sont dé- 
duites, on peut regarder la déduction comme légitime. 

136. Prenons encore pour exemple le problème des courriers. 
Si Ton suppose à la foisa^==6 et d^^bh , auquel cas la va- 
leur de y se présente sous la lorme ^ , on déduit de ces re- 
lations cette autre relation très-simple d = ah , Par suite, la 
valeur de x prend aussi la forme ^ . 
Si l'on remonte aux équations mêmes 

ay=:d-\-x et b(y — h):^x , 
Alg. s. B 
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elles deviennent, en ayant égard aux hypothèses ci-dessus, 

ay=d-\-x et by=bh-\-x ou ay^=d-\-x , 

c'est-à-dire qu'elles deviennent identiques. 

On se rend également compte de l'indétermination en considé- 
rant le problème en lui-môme. On suppose, en effet, a = b ; 
c'est-à-dire que les deux courriers ont la môme vitesse. On sup- 
pose de plus d=bh , c'est-à-dire qu'il faut h heures au se- 
cond courrier pour parcourir la dislance d-; en d'autres termes 
il était en A , un nombre h d'heures avant d'arriver en B . 
Il se trouvait donc en A à minuit, en môme temps que le pre- 
mier courrier; et comme ils ont la môme vitesse, ils doivent se 
trouver et s'être trouvés ensemble à tous les points de la route, 
c'est-à-dire que le problème qui consiste à trouver le lieu et l'heure 
de la rencontre est un problème indéterminé. 

Remarque. Il est bon de remarquer que, quoique le problème 
soit indéterminé lorsque les deux équations rentrent l'une dans 
l'autre, il n'en faudrait pas conclure que les valeurs de x et 
de y sont arbitraires. Elles sont évidemment liées par l'équation 
unique qu'a fournie le problème. 

Ainsi, dans l'exemple des courriers, la distance x et le nombre 
d'heures j^ restent liés par l'équation. 

ay=:d-\-x , d'où x — ay=d . 

• On pourra bien attribuer à y , par exemple, telle valeur qu'on 
voudra; mais il faudra donner à a; la valeur qu'on tirera de cette 
équation. 

137. VI. Il y a un cas où la valeur de l'une des inconnues prend 

B 

la forme - , tandis que l'autre prend la forme - . Ce cas se 

présente quand les hypothèses introduites annulent à la fois les 
coefficients d'une môme inconnue dans les deux équations. 

Si, par exemple, on suppose à la fois a = et a' =:0 , les 
valeurs générales de a: et de y deviennent 

cb'—c'b , 

x=—^ et y=-^. 

Si l'on remonte aux équations primitives, on voit qu'elles se ré- 
duisent alors à 

by=c et Vy^=^(l , 

équations incompatibles, puisqu'elles donnent pour y deux va- 
leurs^ et ^ qui ne sont point supposées égales. En même 
temps, sous un certain point de vue, il y a aussi indétermination, 
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puisque, a? n'entrant plus dans ces équations, il est permis d'attri- 
buer à cette inconnue telle valeur que Ton voudra. Mais on ne 
peut concilier clairement ces deux caractères que par des considé- 
rations géométriques qui ne sauraient trouver place ici *. 

Cette circonstance se présente dans le problème des courriers 
quand on suppose à la fois a = et 6=0 , c'est-à-dire que 
la vitesse de chaque courrier est nulle. On trouve alors 

d , 

y=- et x=- . 

Il est évident, par les hypothèses mômes, que le problème 
est impossible sirf n*est pas nul, c'est-à-dire si les courriers 
devenus immobiles ne sont pas au même point. 

Remarque. Si l'on a à la fois a=0 , a'=0 et c'b=zc'b , 
les valeurs de x et de y se présentent toutes deux sous la 

forme ^ ; mais il est bon de remarquer que, pour la valeur 

de î/, l'indétermination n'est alors qu'apparente. En effet, de 

la relation c'b = cb' on tire c'=^ . Introduisons cette valeur 



dans l'expression générale de y ; elle deviendra 

' 6 acb' — a'cb c{ab' — a'b) 

' y~ ab'—a'b~b{ab'--a'b)~b(ab''-'a'b) ' 

OU, en supprimant le facteur ab' — a'b commun aux deux termes 

ce qui devait être, puisque ce cas ne diffère du précédent qu'en ce 
que les quantités ^ et ^ sont supposées égales. 



* Les équations ôy = c et h'y=:c' représentent deux parallèles à l'axe des ar; 
le point de rencontre a doQc une abscisse infinie. Mais comme ce point de ren- 
contre n'est pas plutôt sur l'une des parallèles que sur l'autre , ni même que 
sur toute autre droite parallèle aux deux premières, l'ordonnée de ce point est 
indéterminée. 
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CHAPITRE V 

DES ÉQUATIONS ET DES PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ. 

§ I. De la résolution des équations du seconi degré à une seule inconnue. 

138. Une équation à une seule inconnue est du second degré s\^ 
après que l'on a fait dispanître les dénominateurs et effectué les 
calculs, elle contient un ou plusieurs termes où l'inconnue entre à 
la seconde puissance. 

Soit d'abord l'équation très-simple 

qui ne renferme qu'un terme en x^- et un terme indépendant 
de X, 

Là racine carrée d'une quantité algébrique est une seconde quan- 
tité qui, multipliée par elle-même, reproduit la première. Lorsque 
deux quantités algébriques sont égales, on ne peut pas affirmer qu'il 
en soit de même de leurs racines; car +a multiplié par lui- 
même donne +a*, et — a multiplié par lui-même donne éga- 
lement +a^ . Mais, lorsque, deux quantités algébriques .sont 
égales, si l'on prend la racine de l'une avec le signe signe + ou avec 
le signe — , on peut être assuré d'avoir en même temps une ra- 
cine de l'autre. 

On peut donc, en extrayant la racine des deux membres de 
l'équation ci-dessus, écrire généralement 

■ ±x — ±S . 

Cette équation offre quatre combinaisons de signes : 

+ x=+S , 

— a7= + 5 , 
— x= — 5 . 
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Or, les deux dernières reproduisent les deux premières quand on 
y change à la fois tous les signes, ce qui est permis. On aura donc 
toutes les combinaisons distinctes en écrivant simplement 

c'est-à-dire' que Féquation proposée admet deux solutions 
ap= + 5 et x= — 5 . 
Si Ton avait l'équation x*=A , 
on en tirerait de même x=±\lx , 

c'est-à-dire qu'on peut prendre indifféremment 

x^-' + n/Â ou x= — y/X . 
139. Soit maintenant l'équation 

14ar — ar*=40 , [i] 

ou a;*— 14x=— 40 , [2] 

qui renferme un terme en x* , un terme en x et un terme 
indépendant de a: . Si l'on pouvait convertir le premier membre 
en un carré parfait, en extrayant ensuite la racine carrée des deux 
membres, l'équation se trouverait ramenée au premier degré ; car 
la racine d'un polynôme du second degré eh x doit être du pre- 
mier degré par rapport à celle lettre. 

Or, d'après le théorème II du n<*36, on remarque que x* — 14a: 
peut être considéré comme formant les deux premiers termes du 
carré d'un binôme, savoir : a?* , le carré du premier terme de ce 
binôme inconnu, et — 14a; le double produit du premier terme 
de ce binôme par le second. On aura le premier terme de ce bi- 
nôme inconnu en extrayant la racine de x^ , qui est x ; et 
pour avoir le second, il faudra diviser le double produit — 14ar 
des deux termes du binôme inconnu par le double 2ir du pre- 
mier, ce qui donne — 7 . Le binôme cherché est donc x — 7 , 
et l'on complétera son carré en ajoutant à j?* — 14a; le carré du 
second terme — 7 , c'est-à-dire 49 . Mais, pour ne pas trou- 
bler l'égalité, il faudra ajouter aussi 49 au second membre de 
l'équation [2], ce qui donnera 

a.2_14ar + 49=1—40-1-49 

(a; — 7)^=9 . 

Extrayant alors la racine de chaque membre, en remarquant 
que, d'après ce qui a été dit au. numéro précédent, il suffit de 
mettre le double signe ± devant la racine du second membre, 
on obtient 

x—7=±Z ; 
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OU, en faisant passer le terme — 7 dans le second membre, 

jr=7=b3 . 
En adoptant le signe supérieur, on trouve 

a: = 74-3 = 10 ; 
et en adoptant le signe inférieur, on trouve 

a:=7 — 3=4 . 

L'équation peut donc être satisfaite de deux manières, soit en 
remplaçant x par 10 , soit en remplaçant x par 4 . C'est 
ce qu'il est facile de vérifier, car on a dans le premier cas 

14x10—100=140 — 100=40 , 

et dans le second, 

14x4 — 16 = 56—16=40 . 

140. Généralement, quand on aura fait disparaître les dénomi- 
nateurs, une équation du second degré ne pourra contenir que trois 
espèces de termes, savoir : des termes en x^ , des termes en x , 
et des termes indépendants de a? . Si Ton fait passer tous les 
termes dans un même membre, qu'on mette x^ en facteur parmi 
ceux qui le contiennent, et qu'on en fasse autant pour x , l'équa- 
tion au ra la forme générale 

ax^-\'bx-\-c=0 , 

dans laquelle a ^ b ^ c peuvent être des quantités quelconques 
numériques ou algébriqes, monômes ou polynômes. 
Divisant tous les termes par a , il vient 

^ a ^ a ' 

OU, en remplaçant - par p et ^ par q , pour abréger 

l'écriture, 

a;*+j5a?+g=0 . 

Telle est l'équation qu'il s'agit de résoudre. 
Faisons passer le terme q dans le second membre, et écrivons 

x^'-\-px^= — q . [1] 

En vertu des théorèmes I ou II du n<» 36 , le premier 
membre peut être considéré comme renfermant les deux pre- 
miers termes du carré d'un binôme, savoir: x^ carré du pre- 
mier terme de ce binôme inconnu, et px double produit du 
premier terme de ce binôme par le second. On aura le premier 
terme de ce binôme inconnu en extrayant la racine de x^ , qui 
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est x; et, pour avoir le second, il faudra diviser le double pro- 
duit px des deux termes du binôme inconnu, par le double %t 

du premier, ce qui donne | . Le binôme cherché est donc ^+2 î 
ni l'on complétera son carré en ajoutant à x^-\-px le carré de | 
ou ^ . Mais, pour ne ;tas troubler l'égalité, il faudra aussi ajou- 
ter ^ au second membre de l'équation [1], ce qui donnera 

ou (^+f) =\—^ ' 

Extrayant la racine des deux membres, en mettant le double 
sigae±: devant la nxine du second, on obtient 



OU, en faisant passer le terme | dans le second membre , 



.:^-£±V^ 



Cette expression de x est une formule générale qui peut servir 
à trouver immédiatement l'inconnue dans une équation du second 
degré quelconque, sans répéter les raisonnements ci-dessus, et que 
l'on peut énoncer de la manière suivante : 

Dans toute équation du second degré ramenée à la forme 

x*'^px-\-qz=0 , 

l^inconnue est égale à la moitié du coefficient de la première puissance 
de X changée de higne^plus ou moins la racine carrée du carré de cette 
moitié, suivi du terme indépendant de x pris avec le signe qu'il a 
dans le second membre, 

114. I. Si Ton applique cette règle à l'équation 
.r*— 5a: + 6=0 , 



Digitized by 



Google 



ÉQUATIONS ET PROBLÈMRS DU SRCOND nEGRK. H9 

on trouvera immédiatement 



ou 

ce qui donne les deux valeurs 

et 

en sorte que l'équation est satisfaite par les deux valeurs 3 et 2. 
Soit encore l'équation algébrique 



.=|d.Y/^,«-6 , 


^— 2^ V 4—2 — 2 


valeurs 


^=2 + 2=3 ' 


a;— 2— 2— 2. ,- 



x^—Çia + 3b)x-\-6ab=0 , 
on trouvera, en appliquant la règle. 



x=^- 



ou bien ^=^±y/^^±if^±^-6«i . 

Réduisant tout au dénominateur 4 sous le radical, et réduisant, 
il vient 



X=z 



. / 4a«— iSai 



2a+3[) _^. / 4a«— i2a6+96« 



Or, le numérateur de la fraction placée sous le radical est un 
carré parfait; le terme 4o* est le carré de 2a ; le terme 9ft* est 
le carré de 35; et 12 ab est le double produit de 2a par 36 ; 
le trinôme sous le radical est donc le carré de 2a — 36 (36, II). 
En extrayant la racine des deux termes de la fraction placée sous 
le radical, on aura donc : 

20+36 , 2a— 36 
^= 2^^-¥~ • 

De là deux valeurs # • 

^^2a;f36+2«-36^g^ 

et ^^ 2a+36-2a+36 ^3^ 
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142. Il est bon de savoir résoudre Téquation 

sans être obligé de diviser par a . 
Or, si, dans les valeurs obtenues plus haut, 

on remplace p eiq par leurs valeurs, il vient 

_ à ,. fh^ c" 
^—~^a—\ll^~a ' 

Réduisant au même dénominateur sous le radical, on trouve 

' — 4ac 






OU, en extrayant la racine du dénominateur 4a* , et mettant 2a 
en dénominateur commun, 

_ — 6±:\/6«--4ac 
^— 2a 

I. On peut arriver à cette expression d'une manière plus simple. 
Multiplions par 4a. les deux membres de Téquation proposée, 
après avoir fait passer le terme c dans le second membre, elle 
devient 

4a*a;*+4ato= — ^4ac . 

Ajoutons 6* à chaque membre, nous aurons 

4a*a;* + iabx + &*==&* — 4ac 

ou, en 'remarquant que le premier membre est un carré parfait, 

(2aar+ô)*=6*— 4ac . 

Extrayant la racine on obtient 

2ax-\-b = ±:\/b^—iac , 

d'où 2ax= — b±:\Jb^—f^ac 

— b±: v/6«— ac 

et x= T^ . 

2a 

On "peut énoncer cette expression en disant que : dans toute 
équation du second degré de la forme*dc%} + bx + c=0 , r incon- 
nue est égale au coefficient de la première puissance de x pris 
en signe contraire^ plus ou moins la racine carrée du carré de ce 
coefficient^ diminué de quatre fois le produit du coefficient de x^pav 
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le terme indépendant de\; le tout divisé par le double du coefficient 
de\^ . 
Soit pour exemple Téquation 

3^î_54;_2=0 , 



on en tirera x=^ ^ — T 



5±V25+24 5±7 

ce qui donne les deux valeurs 

5+7 a * 5—7 1 

^=6 =2 et a?=-^=-3 . 

143. Enfin, lorsque le coefficient de la première puissance de x 
est divisible par 2, il se présente une petite simplification qu'il 
convient de ne pas négliger. 

Soit 6=2/3 , Téquation générale ci-dessus pourra s'écrire 

. ax'^-\-i^x-\-c—0 . 

Faisant passer le terme c dans le second membre et multipliant 
par a , il vient 

a^x^-\-2^x= — ac 

ou, en ajoutant /3* à chaque membre, 

a^x^ + iapx+p^=p^ — ac 

ou {ax-\-py=^^—ac , 

d'où, en extrayant la racine, 



ax 



-\-p=±yJp^—ac 



s -h v/aa / 

et par suite x= — .""^"^ 



c'est-à-dire que : dans toute équation du second degré de la forme 
ax*-j-2px+c=0 , V inconnue est égale à la moitié du coefficient 
de la première puissance de r inconnue , pris en signe contraire^ 
pins ou moins la racine carrée du carré de cette moitié^ diminué du 
produit du coefficient de x^ par le terme indépendant de n ; le tout 
divisé par le coefficient de x^ . 

Exemples. 1. Soit l'équation numérique 



&x^—Gx-\-l=0 
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on aura, d'après celte règle, 



3db\/î^— 5 3±:2 

jri:= 1: =—Z— 



doù x=l tt a?=5 . 

n. Soit, on second lieu, l'équation algébrique 
(a»_6*)ar«— 2a*te+a»ft*=0 . 



On aura . . jr= ^ qi_5, 



attendu que a*6* est le carré de a6* (32, rem. H) ; ou encore 

ab(a±h) 



X- 



-(a + 6)(a-6) 



De là deux valeurs 

ahia-^-b) ab 



^ — (a-|-6)(a — 6)~"a — 6 

ab(a — b) ab 

^~(a+6)(a— 6)"~a+/ 

m. Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples suivants 

7a:'-— 32a:4 25:11=0 , 

,r'— (4fl— 2ô)^+3a*— 8aô— 36*— . 

" f-^ =2 . . 



a? — 6 "^a? — a 

3a , a?~26 
aj-}-6 ' a— 6 



=4 . 



§ II. Problèmes qui conduisent à une équation du second degré 
à une seule inconnue. 

144. Quant à la mise en équation des problèmes, nous n'avons 
rien à ajouter à ce qui a été dit d'une manière générale au n° 70. 
Nous nous bornerons donc à traiter quelques questions particu- 
lières. 

Problème I. Un banquier a escompté en dedans un billet de 
2080 /r. payable dans 8 mois^ et un billet de 31 SO /r. payable dans 
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10 mois ; r escompte total a été de 230 fr. ; on demande quel était le 
taux de ^escompte. 

Soit X le taux de Tescompte. Puisque 100 fr., au bout 
d'uQ an, rapportent x , au bout de 8 mois ils rapporteraient 

— ou ~; par conséquent, si un billet payable dans 8 mois 

énonçait la somme lOO^+v^ l'escompte en dedans de ce billet 

serait — . Dans les mômes conditions, l'escompte de 2080 fr. 
sera donc donné par le quatrième terme de la proportion • 

100+1^ : |a;i=2080' : ce quatrième terme , 

dont la valeur est conséquemment 

2080' X^x 

100' + |.T 



ou, en multipliant, haut et bas. par 3 , 

4i60a? 
300+2a? 



[Il 



En second lieu, 100 fr. au bout d'un an rapportant x, 
au bout de 10 mois ils rapporteront -^y ou - ; par consé- 
quent, si un billet payable dans 10 mois énonçait la somme 
100'+-^, l'escompte en dedans Je ce billet serait ^ . Dans les 

mêmes conditions, l'escompte de 3150 fr. sera donc donné par le 
quatrième terme de la proportion 

100+ Y : ^|z^3150' : ce quatrième terme , 

dont la valeur est conséquemment 

3150' X^g^ 



100+^^ 
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OU, en multipliant, haut et bas, par 6 , 

i5750jg 
600+53? • 

Mais, d'après Ténoncé, la somme de ces deux escomptes doit 
faire 230 fr. ; on doit donc avoir Téquation 

300+2a? + 600+5a?— ^'^^ ' ^"^^ 

Faisant disparaître les dénominateurs, transposant et réduisant, il 

5Û002:*-f6600000.r=41 400000 

ou x' + 132r=828 , [4] 

d où l'on tire a:=6 et j?=— 138 . 

Le taux de l'escompte étant essentiellement positif, la seconde 
valeur doit être rejetée ; le taux cherché est donc 6 pour 100. On 
trouvera ensuite pour l'escompte des deux billets 80 fr. et 
150 fr. , en mettant pour x la valeur 6 pour les expressions 

[l]et[21. 

Remarque. En changeant x en — x dans l'équation [3], il 
serait facile de trouver un énoncé auquel convînt la solution — 138 
prise positivement; mais, outre que cet énoncé serait incompatible 
avec la notion d'escompte, la valeur positive +6 se trouverait 
alors convertie en une valeur négative — 6 . 

On pourra être surpris, au premier abord , de voir l'Algèbre 
donner ainsi une solution étrangère à la question, quel que soit le 
signe que l'on donne à x dans l'équation du problème. Mais il 
faut bien remarquer que l'Algèbre doit donner la réponse à toutes 
les questions qui pourraient conduire à la même équation [4], et 
dont le nombre est illimité. Telle serait, par exemple, la suivante. 

Trouver deux quantités dont le produit soit 828 et dont la somme 
algébrique soit 132; laquelle, en désignant par x l'une des deux 
quantités demandées, conduit encore à l'équation [4], et admet les 
solutions négatives aussi bien que les positives. 

L'équation [4] est donc beaucoup plus générale que le problème 
qui y a conduit; et il n'est point surprenant qu'elle admette une 
sfolution étrangère à ce problème particulier. Nous aurons souvent 
l'occasion de faire des remarques analogues. 

145. Problème II. Partager 17 en deux parties telles que le 
carré de la première surpasse de 2 unités le double du carré de la 
seconde. 
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Si Ton appelle x la première partie, la seconde sera (17 — x); 
et en traduisant algébriquement l'énoncé, on aura 

2(17-x)*+2=x* 
ou, en réduisant, x^ — 68a!r + S80=0 , 
d'otf Ton tire x=U±n , 

c'est-à-dire a?=:58 et jr=10 . 

La seconde valeur satisfait à la question, et donne pour les 
deux parties 10 et 7 . 

Quant la première valeur, elle est, quoique positive, étrangère 
à la question proposée, puisqu'une des parties de 17 ne saurait 
surpasser 17 . 

. Remarque. L'explication de cette circonstance, en apparence sin- 
gulière, est facile à trouver. Le problème que nous venons de ré- 
soudre avec une seule inconnue, en comporte réeljement deux, 
qui sont les deux parties de 17 . 

En appelant x et y ces deux parties, les équations du pro- 
blème seraient 

x-^y=n , 
2y' + i=x' . 

Or, il ue sufût pas que x soit positif pour que la solution ré- 
ponde à l'énoncé, il faut encore que y le soit, ce qui ne peut 
avoir lieu si x surpasse 17 . 

Si l'on change y en — y , la première équation devient 

X — y=17 

et la seconde ne change point. Ces équations répondraient à ce pro- 
blème : Trouver deux nombres qui diffèrent de 17 ^ et tels que le 
carré du plus grand surpasse de 2 unités le double carré du plus 
petit. Dans ce cas, les valeurs de x restant les mêmes, on trouve 
que la valeur a?=z58 satisfait el donne pour y une valeur posi- 
tive yziz4f ; tandis que a?i=10 donne y=: — 7 . 

Mais les valeurs, tant négatives que positives de y, deviendraient 
admissibles si l'on prenait pour énoncé : Trouver deux quantités 
dont la somme algébrique soit 17 ^ et telles que le carré de la première 
surpasse de 2 unités le double du carré de la seconde , 

On voit ici, comme dans le problème précédent, que l'équation à 
laquelle on est parvenu est plus générale que le problème qui y a 
conduit; il n'est donc pas étonnant que l'Algèbre fournisse des va- 
leurs étrangères au problème particulier que l'on a en vue. 

164. Problême III. Un champ a 480°'-*^ de superficie; un champ 
mm, qui a 6° de plus en longueur^ mais 4" de moins en largeur. 
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a la même superficie. On demande les dimensions des deux champs 
' (dont la forme est supposée être celle d'un rectangle). 

La superficie d'un rectangle ayant pour expression le produit de 
sa longueur par sa largeur, si x désigne la longueur du premier 

champ, — sera sa largeur. La longueur du second.. sera 

x4~0 ; sa largeur sera - - — 4 ; et sa superficie sera le pro- 
4uit de ces deux expressions. On devra donc avoir 

(x+6)(f-4) = 480 

ou, en effectuant et réduisant, 

?!!?_4a,_24::=0 . 

X 

Faisant disparaître le dénominateur x , transposant et divisant 
par 4 , il vient 

x*+6x— 720=0 . 

d'où l'on tire x=— 3^=^729=— 3 ±; 27 , 
c'est-à-dire aî=24 et x=^ — 30 . 

Prenons d'abord la solution positive. La longueur du premier 
champ étant 24" , sa largeur est -^^ ou 20"" ; la lon- 
gueur du second est 24"*+6'" ou 30", et su largeur est 
20" — 4" ou 16" , sa superficie a donc pour valeur 30x16 
ou 480"**» ; elle équivaut donc bien à la première. 

Passons à la solution négative. Pour l'interpréter, changeons x 
en — X dans l'équation du problème ; nous aurons 

OU, en changeant à la fois le signe de chaque facteui* ce qui n'al- 
térera pas le produit, 

équation qui répond au cas où le second champ aurait 6" de 
moins en longueur et 4" de plus en largeur. 

On trouverait en effet pour solutions ar=30 et a:= — 24 . 
La première de ces valeu rs donne pour la largeur du premier champ 

~ ou 16" ; la longueur du second est 30—6 ou. 24" et 

sa largeur est 16-f 4 ou 20* . C'est-à-dire que c'est le second 
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champ du cas précédent qui est devenu le premier. Quant à la 
valeur négative — 24 , son interprétation nous ramènerait au 
premier cas. 

147. Problème. IV. Une personne qui a 120000 /r. de capital 
en a fait deux parts qu'elle a placées à deux taux différents; la pre- 
mière lui rapporte annuellement 2800 fr, ; la seconde^ qui est 
placée à un taux plus élevé de 1 /r. , lui rapporte 2500 /ir. On 
demande quelles sont les deux parts, et à quels taux elles ont été 
placées. 

Désignons par x le taux auquel la première part est placée. Si 
la première part était connue, on obtiendrait son intérêt annuel en 
la multipliant par le taux a: , et en divisant par iOO; ce qui de- 
vrait donner 2800 fr. On aura donc l'expression de la première 
part en faisant les opérations inverses, c'est-à-dire en multipliant 
2800 fr. par 100, et en divisant le produit par x ; ce qui 
donne 

280000 



En raisonnant de la même manière, on trouvera pour l'expres- 
sion de la seconde part 

250000 

x+i ' 

Et, puisque lasommedesdeuxpartsdoitfaire le capital entier, on 
devra avoir 

280000 2S^^ 20000 , 
ou h — r-r=:12 , 

ou encore 12a:* — 41a: — 28=0 ,* 

7 

d'où Von tire x=i et x^=—^ . 

La valeur positive -f- 4 , qui est seule admissible, donne 4-|-* 
ou 5 pour le taux auquel a été placée la seconde part. La pre- 
mière est alors 

^^ ou 70000^ , 
et la seconde est — z — ou 50000' . 

La somme de ces deux parts forme bien le capital 120000 fr. 
Ici , comme dans le problème I , la valeur négative — ^ ne 

ALG. S. 9 
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pourrait être interprétée qu'en partant d-un énoncé indc^patib^e 
avec la notion d'intérêt. Rappelons que si rAlgëbre jfauhift ainsi 
une solution étrangère, cela tient à ce que Téquatiôn àlaqqelle on 
est parvenu a plus de généralité que i.e problémaparticaliei; qqî y a 
conduit, et que rÂlgèbris doit répondre àtputesJe^ qae$itQQs4Qi 
conduiraient à cette même équation, et dont quelques-unes pour- 

raient admettre la solution négative — - . ■<! 

148. PaoBLÈME. y. Ihmer 11 en dmx parties telles quesla semme 
de leurs cubes soit égaie à i07* 

Soit X V\xm des parties, l'autre ser^ {l-^x , Le cube de )fi 
première s'écrira x^ . Pour former le cube de la 'seoondej foi^motis 
d'abord son oarréquiestll* — 2 xU. «?+«:% et multiplions ce 
carré par 11 — x , ce qui donnera >'. 

1^^8x^l^a:+3Xll.^— a^ . '"' 

En faisant la somme des deux cubes, les termes en ar* disparais- 
sent; on doit donc avoir l'équation 

U'— 3xll*.a;+3xU .x^=m , 

ou, en remarquant que tous les termes sont divisibles par 11 , 

11*— 3xll.a:-f3a:*=â7 , 
ou 3a:*— 33ar-f 84— , 

ou encore x^ — Ha: -f- 28=0 , 

d'où l'on tire x=7 et x=zi . 

Si l'on prend 7 pour la première partie, la seconde serall — 7 
ou 4 . Si l'on prend 4 pour la première, la seconde sera 11 — 4 
ou 7 . En sorte que, bien que nous trouvions deux valeurs positives 
distinctes et toutes deux admissibles, le problème n'admet néan- 
moins qu'une solution. Gela tient à ce que, x ne désignant pas 
plutôt une des parties que l'autre, l'Algèbre doit les donner toutes 
les deux ; et c'est ce qui arrive en effet, 

149. Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples qui suivent: 

I. Une personne a acheté du drap pour 300 fr. Si elle avait 
payé le mètre 5 fr. de moins elle aurait eu, pour la même somme, 
2"" de drap de plus» On demande combien elle a acheté de mètres 
de drap, 

(Réponse: 10°*. Solution négative —12", qu'on interprétera 
comme au n** 146.) 

II. Un amateur de tableaux achète pcmr original une copie quil 
est obligé de revendre ensuite â4 fr, ; à ce marché il perd autant 
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pour 100 que le tableau lui amit eoûié. On demande quel a été 

:ia prix d'achat, 

. (Réppnses: 60 fr. et 40 fr.) 

IIL Partager 12 en deux parties telles que le carré de la première 
•Éùit inférieur d'une unité au double du carré de ta secbnde, 

(Réponse: la première partie est 7 ; par suite la seconde est 5 . 
De plus une solution Inadmissible, 41 pour la première partie; 
ce qui donnerait pour la seconde — 29. Voy. le n** 148.) 
M.'iV* Oï* a*p«s^*''96 /r, à 14 ouvriers, hommes et femnlis ; chaque 
homme a reçu autant de francs qu'il xj avait de femmes^ et chaque 
fenme autant ^de francs qu'il y avait d'hommes» Combien y avait-il 
d'hommes let combien f at'oit il de femmes P • 

(Réponse-.; 8 hommes et 6 femmes, ou bien 6 hommes et 
8 femmes.) ^ 

V. Trouver les quatrei \termes d'unf pr)oporùi$n par quotient, 
sachant que la raison est 3 , que la somme des antécédents ,est 5, et 
que la somme des carrés des quatres termes est 130. , . 

(Réponse : 2 : 6 = 3 : 9 , ou 3 : 9 = 2 : 6.) 

VI. Deux eumers ont un oicvrage à faire. Si èhacun d'eux en 
fqifaif la moitié^ il leur faudrait en toiit 23 heures de, travail, pçiur 
le terminer; mais sHls y travaillent ensemble, l'ouvrage sera fait 
en 12 heures. Combien d'heures chacun d' eux ' emploierait- il à faire 
l'ouvrage entier s'il trqvaillaitr S6ul ? ,. i 

(Réponse: L'un des ouvriers emploierait 30 heures , et l'autre 
20 heures.) 



1 1 . 
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CHAPITRE IV 

DES QUANTITÉS IRRATIONNELLES DU SECOND DEGRÉ , DES QUANTITÉS iH A- 
GINAIRES, ET DE LA DISCUSSION DES PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ. 

§ I. Des quantités irrationnellee du second degré. 

180. Lorsqu'un nombre entier n'est pas un carré parfait, on sait 
que sa racine carrée ne peut être exprimée exactement ni par un 
nombre entier, ni par un nombre fractionnaire, mais que Von peut 
en approcher aussi près qu'on le désire. Ainsi une expression telle 
que \f% représente une quantité dont la valeur ne peut être assi- 
gnée exactement en nombres, mais qui a néanmoins une existence 
réelle, puisqu'on peut toujours trouver deux quantités numériques, 
différant entre elles d'aussi peu qu'on le voudra, et entre lesquelles 
elle soit comprise. Une pareille quantité est ce qu'on appelle une 
quantité incommensurable, si on la considère sous le rapport de son 
évaluation numérique, ou une quantité irrationnelle^ si l'on né 
s'attache qu'au signe yj par lequel elle est représentée. 

Une quantité telle que sfsâb , dans laquelle a et 6 sont 
des quantités numériques quelconques, est encore une quantité 
irrationnelle. On pourrait bien, à la vérité, trouver pour a et 6 
des valeurs numériques telles que Sab devînt un carré parfait, 
auquel cas \/3ab , deviendrait rationnel etcommensurable;mais 
comme cela n'a pas lieapour toutes les valeurs qu'on pourrait attri- 
buer à a et à & , il convient de traiter l'expression yjdab 
comme si le radical [12] ne pouvaitjamais disparaître, c'est-à-dire 
qu'il convient de la traiter comme si elle devait rester irrationnelle 
pour toutes les valeurs de a et de 6 . 

Généralement, toutes les fois qu'un radical du second d^gré 
porte sur une quantité algébrique qui n'est pointun carré parfait, 
algébriquement parlant^ c'est-à-dire indépendamment des valeurs 
particulières qu'on peut attribuer aux lettres qui y. entrent, l'ex- 
pression doit être regardée comme irrationnelle, bien que pb^r 
certaines valeurs particulières attri boées au x lettres, ellepui^^ 
cesser de l'être. C'est ainsi que \[^+^ doit être , considérée 
comme une quantité irrationnelle, attendu que a*+^* "^ H^^ 
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être ni le carré d'un monôme, ni celui d'un polynôme; et cela, 

quoique certaines valeurs particulières, attribuées à «etàé, 

ou à Tune des deux seulement, puissent rendre a*-f 6* un carré 

3 
parfait, ce qui arriverait, par exemple, pour ô=Ta , auquel cas 

a*+d* se réduirait à -y- et serait le carré de ~ . 

Nous allons nous occuper, dansceparagraphe^ des règles suivant 
lesquelles les irrationnel les du second degré doivent être introduites 
dans le calcul. Pour cela, nous commencerons paréteiïdre aux 
quantités incommensurables quelques théorèmes fondamentaux 
qui n'ont été supposés démontrés jusqu'ici que pbur les quantités 
commensurables. 

ISSI. I. Un produit de deux facteurs incommenmrabks ne ehmgè 
pas^ dans quelque ordre qu'on suppose la multiplication effectuée. 

Soit à multiplier, par exemple, \/2 par \/8 . 11 s'agit de faire 
voir que le produit est indépendant de l'ordre des facteurs. - 

Pour cela, soit « une valeur de \[^ , approchée par défaut à 
moins de - , en sorte que v2 soit compris entre » et ^4^- . 

Soit de même p une valeur approchée de >/5 au înême degré 
d'approximation. 
Les quantités a et p étant commensurables, on a 

Les quantités a-ft- et p+~ étant également commensu* 
râbles» on a de même 

(•+') (f+î)=(f+i) (•+» ■ 

Or, ^2 étant compris entre « et a-f-, et \/5 étant 
compris entre p et i9+- , le produit \[ÎXsJ[% est compris 
entre cxjB et («+-) (l^+^) ^ c'est-à-dire entre les premiers 
membres des égalités ci-dessus. Pareillement \/5 X sjî est com- 
pris entre pa et (iS+-) («+^) -> c'est-à-dire entre les se- 
conds membres de ces mêmes égalités. Donc ^X\/8 et 
yJÏXyM sont compris entre les mêmes limites. 
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Mais si Ton développe («*+Vi) ('^"^n) ' cequid^onne 

on voit que les deux premiers membres des égalité^ ci-diÇ6,s^4iff€;7n 
rcnt de . , , i 

îjj i JL . ........ 

quantité qu'on peut rendre aussi petite qu'on Tondra en prenant'' 
n. suffisamment grand, c'est-à-dire en. .prenant pour a et /S des 
valeurs de \fï eiàe y/^ suffisamment^approchées. 

Les .produits )J2X\J^ et ^5x^2 sopt ^<>nc coE4)ris çpU^e.^ 
deux limites varialiles qu'on peut rapprocher Tuac de l'autre autant J 
qu'on le voudra ; il faut donc que ces produits soient rigoureusemgit 
égaux. Car, s'ils différaient, on pourrait rendre la différence a^s, 
deux limites moindre que la différence des deux produits qu^iolles, 
comprennent entre elles, ce qui serait absurde. On a donc ^.^^ i 

V^xVS=V5X\/â . 

ce qui démontre la proposition énoncée. •; , 

. •'■. '•,..': i -iti 

152. II. Multiplier une quantité par le produit de deux facteurs in- 
com^iensurables , revient à ta multiplier successii''efnent par ^kaôdn^ de 
ces facteurs, • ' . , ' 

Démontrons, par exemple, que multiplier une qùantîÊé à flar 
le produit (supposé effectué) \/^x^ > revient àmuiti^lfei^i* 
d'abord cette quantité par \/5 , et à multiplier ensuite le p^:adwit, 
.par \fE . si 

En consicrvanllçs notations du numéro pi^écédent, on aurajd'^i-. 

bord, puisque a et p , a+- et (3+- sont commensurablesy 
et que la proposition a été démontrée en arithmétique dans ce cas, 

aX(a|3) = (^a)Xi3 

e. .x[(.+i)(p+y]=[a(,+i)]x(«,+l) , „ 

Or, (yjîxsjs) étant compris entre «^ et («•+-) (i^+,~|) •> 
le produit ax{\f^X\/s) sera compris entre les premiers mem- 
bres des égalités ci-dessusr; De mêitie, \/2 étant compris entre 
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a et «-rirr.,}, le. produit a.\/2 est compris entre aa. et 

a (a-\ — j ; par suite, comm€i \fh est compris entre p et 

|5+- -, le produit (a.\/2)X\/5 sera compris entre les seconds 
meBttbresl dès égalités ci-dfesus.' ' _ 

Les produits ax(\/2X\/5) et {a,\j2)xyf^ , sont donc 
compris entre les mômes limites. Or, en développant le premier 
membre de la seconde égalité, et retranchant le premier membre 
de la première^ on trouve pour la différence entre les deux limites : 

quantité qtii jpeut être rendue aussir'petite que Ton voudra en pre- 
nant n suffisamment grand. 

%es produits considérés sont donc compris entre deux limites 
variables qu'on peut rapprocher Tune de Vautre autant qu'on le 
voudra; ces deux produits sont donc rigoureusement égaux; et 
Ton a ' ' • 

ax(N/2xVs)=^W2)xV5 , 

ce qui démontre la proposition énoncée. • • 

On l'étendrait facilement à un nombre quelconque de facteurs. 
, » . . \ .1,1 ' ' < 

183, m. Un produit d'autant de facteurs incommensurables quon 
le voudra est indépendant de l'ordre de ces facteurs. 

Il résulte d'abord du principe I que l'on pput intervertir l'ordre 
d.es deux premiers fadeurs, puisque leur produit s'effectue avant 
l'introduction des. facteurs suivants. Démontrons que l'on peut in- 
tervertir Tordre des deux derniers. • ^ 

Pour cela, soit a le produit de tous les facleurs^jusqu'auxdeux 
derniers, que nous supposerons être y/2 et \/5 . Le produit 
lotdl sera 

(aX>/2)x.V3 , 
ou, en vertu du principe II, 

ax(v/2xVs) ; 
mais en vertu du principe I, on peut écrire 

ax(V3xV2). -, . 
et en vertu du principe II, ce dernier produit équivaut à 

(axV5)xV^ . ■ 
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On voit donc qu'il est permis d'intennertir l'ordre -des deux derniers 
facteiirs. 

Il en résulte qu'on peut intervertir Tordre de dettt facteurs con- 
sécutifs quelconques, car ces facteurs peuvent être considérés , 
comme les derniers, avant Tintroduclion des facteurs qui suivent! ' 

, Pouvant intervertir Tordre de deux facteurs consécutifs quelcon- 
ques, on peut, par des changements successifs, amener un facteur 
désigné à une place désignée quelcooque. Et, comme on en pemt 
faire autant pour chaque facteur, on peut amener tous les facteur» \ 
dans un ordre déterminé quelconque. 

Donc, enfin, Tordre des facteurs n'influe pas sur le produit; ce 
qu'il s'agissait de démontrer. 

iS4. La première chose à faire, dans le calcul des quantités 
irrationnelles, est de simplifier les radicaux s'il y a lieu. Cettesim- 
plification repose sur le principe suivant : 

lY. La radne carrée d'un produit équivaut au produit des racines 
carrées de ses facteurs. 

Soient, par exemple, a , 6 , c , rf les facteurs du produit : 

je dis qu'on a _ _ 

\/a,b.c.d,=\fâ,\Jb,\lc.\/d. 

En effet, le premier merarbre élevé au carré donne a. 6. ô.rf par 
définition. Voyons ce qu'on obtient en élevant au carré le secoad 
membre. Ce carré se présen^e d'abord sous la forme 

{y/â,\]^.\J7.\/l) {yfa.yfb,y/7.\Jd) y 

OU, en vertu du principe II, 

yja,\fb.yjc,\fd.sfâ,sjb.\jc .\fd y 

ou, en vertu du principe III, 

yja . \fâ. sfc.yjb, \fc, \fc. \fd. yfd , 

ou,(étf tertu du principe II, ' ' 

(sfâ. v/Â) X (s/I. sjb) X (>/c . sfc) X (Vrf. yjd) . 

Mais, par définition, yja.\fa esi égal à a ; -de même yjb.yjb 
est égal à d , et ainsi des autres. Le produit obtenu peut donc 
s'écrire 

a.b.c.d. 

Ainsi le carré du second membre de Tégalité ci-dessus revient au 
carré du premier mmbre. Dquc ces deux juembres sont égaujK t 
eux-jnêmes en viileur absolue. Et €omme, quel que soit le signe. , 
qu'on prenne pour chacun des radicaux v^, yé, etc., le pro-^ 
duit aura nécessairement le signe -f- ^^ '^ signe — ,c'est-à- 
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dire Tan des deux signes que l'on peut donner au premiei: membre; 
il s'ensuit que les deux membres sont égaux pour la valeur abso- 
lue et pour le signe. 

188. Supposons maintenant qu'il s'agisse de simplifier un radi- 
cal ; par exemple 

On décomposera la quantité placée sous le radical en deux fac- 
teurs, dont l'un soit un carré parfait; on pourra écrire ainsi 

v/25a*6*x3aa; . 

Or, en vertu du principe précédent, on peut extraire séparément 
(ou indiquer si l'on ne peut l'extraire) la racine de chacun des deux 
facteurs, ce qui donnera 

La {H^emiëre racine s'extrait exactement (as. Rem. II), il vient donc 

Sab^\/^ax , 

et le signe radical porte maintenant sur une quantité plus simple. 
On trouvera de même que les quantités 

peuvent s'écrire respectivement 

Qb^xsjïâ^ y llabx^s/^ y I2a^bx\/Qiâx . 

Remarque. On nomme quantités irrationnelles semblables celles 
qui, lorsqu'elles ont été simplifiées, présentent la même quantité 
sous le radical. , 

Telles sont les deux quantités Qb^xyJSab et ïiabx^\l*iab 
obtenues ci-dessus. 

136. On peut au contraire, dans certains calculsv avoir intérêt 
à faire passer sous le radical un facteur placé devant ; il est clair 
qu'il faut alors élever ce facteur au carré. 

Si l'on 9f, en eflfet, l'expression a\[b , on peut l'écrire 

sja\s[b y 
ou, en vertu du principe IV, 

y/¥b . 

187. Ce que nous venons de dire d'un facteur peut se dire d'un 
dénominateur, car diviser une quantité par m , par exemple, re- 
vient à la multiplier par - . 



m 
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Soit llexpres^ioA > . . \ / . ; n;- 

Sj-^t , qui revient à y ~ .a ou à • y {^' ..f< . 
En vertu de ce qui précède (184), on pourra Téci^ire 
V/Q'-n/^ , ou ^x/à , ou enfin >^ • 

^ \/a 



On a donc . „ . 

V w» m 

ce qui permet de faire passer un dénominateur horsd*un radical en 
en extrayant la racine, ou de l'y faire entrer en l'élevant au carré. 

158. Nous pouvons maintenant passer en revue les différentes 
opérations qu'on peut avoir à effectuer sur les radicaux du second 
degré. . ^ .. i 

L'addition et la sodstbaction ne peuvent que s' indiquer, si les 
radicaux sont disseniblables.^ Ainsi,, la sonuoede \Ja et de v^ , 
s'écrira simplement \fa + Jb ; U\\r différiencce \la-^\[h . . . . 

Si les radicaux sont semblables, on opère l'addition ou la sous- 
traction des quantités placées devant le jradicfil ; ç^. radical est.^n 
facteur commun dont on affecte le résultat, Xinsi la somme des 
quantités « ; ., t . . - i m. 

sfmab^' et Vaêâ^^Âv', 

qui reviennent à Qb^xy/^aS et Habx^\JSàb , 

est {Qb*x+Habx^)\fZab . / 

Leur différence est. (6 b^of—H a(fx^)\j3ai . j 

159. MuLTiPTicATioN. Pour faire le produit de deux radicaux du 
second degre\ on peut faire le produit des quantités placées sous c^aciii^ 
d'eux, et affecter le produit du radical commun. 

On a^ en efltet^ en vert» du, principe IV (184) s i j - ? 

Cette réglé s'étend à un nombre quelconque dé fàcteut^s. 
' Il pëut'àrriver que leprodurt soit susceptible de se simplifier, ou 
même qu''rl feoit fàti onnfe l. Aitisi : ' ' ' ' 

Lé produit de y JSa^b par yjibab^x est \j7¥a^¥x' , qui re- 
v\^^i\&a*b\f3bxJ^^^^ : , . . , 

Le produit de yjia^x par ^18a^V est >/36a*^V , qai re:^ 
vient à 6a*iV . ; .. 
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160. Division. Pour diviser deux radicaux l'un par l'autre ^ on 
peut divisera* wtrjtar Vautre les qrmntités placées sous chacpm d'eux et 
affecter le quotient d^ radical eommu^, ■ = . / 

J)ésignons, en effet, par q le quotient des radicaux \/a et 
y/b ; en sorte qu'on ait ' 

-^=^q dou \[a=sjù.q . 

En élevant les deux membres au carré, àl viendra 



Par conséquent ^=^/- . , T ' 

il ^eut arriver que le quotient soit susceptible de se simplifier, 
ou même qu'il soit rationnel. Ainsi : ' ^ * ; * 

^'^é (^liotîent. dé >/lSWx^ 'par VlOa/5V e^ï ^ ,\/j|^^.;',' 
ou en simplifiant la fraction (81) V/^f • ' '' 

Le quotient de ^glaô'a: ^par V^^aV .'est V/t^^^ ^ 

ou i/ij: , ou'ei^'. ^s " ' '> 

V 4a2£c2 2aar 

Le quotient de VÎSo^'paf^ V§aAV est \/j^' ^ 

OU. y^.^^ -^ p^^Yb \/-/\':\ •;•■'■ ;^;: ; r 

161. Laformatién des puissances et rextrâfctiondeS' racines-dès 
radicaux du second degré rentrant; dans celles des radicaux d'un 
degré quelconque, et n'étantpoint hôtessai^cs pour la résolution ni 
pour la discusçiofl de? pr^felème$,du,8ie€ioi;^d.4agrè, nous tfep, triai:) 
tç,ron^^P9^;ipi d'uçie lo^niôre particaUfere'«Il:n^nopS;,re^te'dpnGà 
parler que de quelques transformatioijs qu'il qslt 5p^y:enit.jitil!9,à,e,. 
faire .subir aux expFessipns algébrique^ affectées de f at^icati^ du fé- 
cond àègré. '' . ' .. / . •• / '. '■ 

Lorsqu'une fraction algébrique contient unou pltisielir^ fadicistti'Jt ' 
du -second degré à'^on dénominatfeur, on peut les faire -pasBer à 
son numérateur. 
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I. Soit d'abord l'expression — ^ . En multipliant ses deux 

termes par s/ï ^ on obtient ^^ i expre^ion dopt |j^, dé- 
nominateur est rationnel. 



Si, par exemple, on a la fraction 

multipliant ses deux termes par \f^ y 



2\/3 



2X3 2 



on obtiendra^ en 



II* Soitj en second lieu, l'expression r-; — tf 
se^ deux termes par b — in\fc , il viendra 

au—- mVc) 
6*— w«c \ 

expression dont le dénominateur est rationnel. 

Si, par exemple, on a la fraction /^ ; 

ses deux termes par 4— 2^ , il viendra 

S(4^2V/3) 5(4^2\/3) 

16-^4X3 ' 4 



Multiplions 



ou encore 



en multipliant 



2 



ni. Soit Texpression , /- . — -p . 
^ _ m\/b+n\/c 

termes par m\fb—nyje , il viendra 

a(m\/6-^nVc) 



expression dont le dénominateur est rationnel. 



Si, par exemple, on a la fraction 



Multiplions ses deux 



^3\/?— 2V3 ' 
pliant les deux termes par 3^4-"^^^ 9 il viendra 

9(3\/2+2\/3) - 9(3V/2 + 2\/3) 



en muFti- 



9X2—4X3 



ou encore 



3(3\/2 + 2\/3) 
2 
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ji:t - §11. Ete« quéDtïléfl imagmairéft d« ïeooud dôgfé.t -^ ■ 

"16a. Nbtls âTons faît remarquer, au commencement du para- 
graphe précédent, que la racine carrée d'une quantité, posiliva^i 
qu'elle soitcommensurable ou non, a toujours une existence réelle, 
pQi$qn'03i peut toujours assigner deux limites numériqu^s^ aussi 
rapprochées qu'on le voudra, ^ntre lesquelles elle soit comprise. Il 
n'en serait plus de même si la Quantité dont on veut extraire la 
racine était une quantité négative. Non-seulement la racine carrée 
d'une quantité négative ne saurait être assignée en nombres, mais 
elle n'amême aucune existence réelle ; car il résulte de la règle des 
signes (il4) qu'aucune quantité réelle, soit positive,soit négative, 
Be peur, Ibrsqu'oirfennuitiplie par elle-même, donner un produit 
négatif. - 

Ainsi -}-2, multiplié par lui-même, donne +4; et — 2 ', 
multiplié par lui-môme, donne également -{- 4. Mais il n'existe 
aucune quantité réelle quir multipliée par elle-même, puisse 
donner pour produit — 4. La racine carré e de — 4 n'a donc 
pas d'existence réelle ; et l'expression ^^.-^4 û'est <jue le sj^abole 
d'une opération impossible. 

Lès expressions de cette espèce sont ce que l'on appelle des 
quantités imaginaires. ' 

Toute racine de degré pair d'une quantité négative est encore 
une quayfitité imaginaire; car, d'après la règle des signes, toute 
puissance pâîre d'une quantité réelle, soit positive, soît na- 
tive, est nécessairement positive. Mais nous nous occuperons 
spécialement dans ce qui va suivre des .imaginaires du -seoopd 
degré. ' ^ / • / 

. On donne ordinairement à ces quantités une f opme plus com* 
mode. Reprenons comme exemple l'expression \/— 4 . On re- 
garde la quantité — 4, placée sous lé radical, comme le produit 
de -}- 4 par — 1 ; et pour extraire la racine carrée du produit 
on convient d'appliquer encore la règle du n^ |S4, c'est-à-rdire 
qu'on extrait, ou gué du moicfs on in diquè,larâcf ne carrée de c haque 
facrt^uar. On obtieat ainsi 2.\(~1 . De : m,êm e l'expression: V ^-a^ 
pourrait s'écrire û\/—l { l'expression ^--3 s'écrirait \j3,J—l . 
En un mot la racine d'une ^t^âiitilé négative s'êèrit éri multipliant 
par.V— 1 la, racine de la même quantité^prise positivement. / 

163. Pour additionner ou pour soustraire deux quantités de la 
forme a\J — 1 , on opère l'addition ou la soustraction des quan- 
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lilés réelles que ^/'^ iBtiltiplîel, et l'on met ^Z— î' éilt''fAëiéiiv 
commun. Alwsi ^ ' • : . . :i j • : w^ 

Pour, moltiplier l'une par l'autre deux quanti lôs de la' foWÉte 
<i\/^* » on fait le produit des qua ntités réelles, et ron'totiltî'plîe 
l'un par Tautrctes deux facteurs \f—i . ' '^' ] 

' Soit, parexîempfe, à multiplier ay— 1 par Av— i ; op mu}^ 
p lie 'd ^afaord ft par A, ceijui doniie ab ; puis on iïiuj(tipj{p 
V — L£2^ V — * • ^® dernier produit, qui n'est autre f^ue Iç carré 
ue ^—1 , aonrié — 1 par la définition même de la racine carrée; 
Ife'tésttltat total îest done — ô8, c'est-à-dîre le produit ^rfès quan- 
tités réelles pris enseigne céhtralre. ' /' '* •''" 

Ain^i ' (-f3v/=^)x(+a\/^)=^.— 16./' "/.':m ■' 

Pour diviser l'une par l'autre deujx quaçtiljés d^)^fi)TO g gy -rr^ 
on'iait le quotient des quantités réelles,, et. .Iç £acte,ur Vjtt i 4i?r 
paraît. ^ * ' ^. . ., . > 

' Aemarqée I. ^On pourraît faire le produit de ^/— T ,par y--! 
efA' appliquant là régie du n-*^ iSÔ, c'est-à-dîre eri efffectucint Itiy ulj 
ti plîca tjôh soliste radical.' On trouverait ainsi \/ (—i) >ixrrri)3] 
V+1 , c'estrî^-^ir^ ±.1 ^ :t^i» gii'QO^ reg^^v^i^fx^ lepr^dutt .comme 
le carré de l'un des facteurs \J — 1, nous n]avonî> trouvé que ^1 . 
Oii exyli^tierait celte contradiction apparente ^enremarqrfatit que 
^—1 dev ant impltekeiftént > ttre pris atec un double sigtfe; le 
produit \l^iX\J—i peut lui'-tnôâie îôtrip aflectè d^iBadotiblr 
S4giiei;.ett sorte que si 'le produit absolu est h*»! , le>|)roâu4t, ek 
égard aux signes, est ±1 . '^'^ 

Mais il est préférable d'qffectp^r le.pro|duit cjSfnuxuô nous l'avons 
fait en prem ier l ieu ; celte méthode étant conforme à la définition 
même' flè 'yj—i , et' indépendante dé toute copeniipn krang^rjei' 

..BWïiOURjIjMOn.voit Que les règles. qu'on vteatdedoiiiwiî.ptiur 
le calcQfl des (|uantité8 . de ïa forme \/— 4 ne sont que fèxien^' 
gkn des ' règles établies Jpoiïf 'le calcul des -qtiairtitès rèdh». 'Gé^è 
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çj^t^p^ipp., 4ont Vu,ti^té.$era, mieux ^ei^tie par l^ saite, e$t j¥siifi4e 
par la tendance^ de l'Algèbre à généraliser ses proo^^. .: . 

164. Toi|te expressio n al gébr|qae dans laqUjBlte il eqtre dps 
quantités dé la forme a^— t est une expression imaginaire. Celles 
pi sont les plius importantes à oonsidéirerv^et auxquelles oii< peut, 
comme oa le verra plus tard, rameuier loule3 les, antres, $ont jes 
expressions de la forme û^+ô^ — i , qui se composant d'ui^e pat- 
lie réelle et d'une pallie imaginaire. Nous allons reprendre e^dé- 
lail l*exàmen des opérations qu'on peut avoir à effectuer sur des 
ijuantîtés de cette forme. , , [_ 

I. Addition. Soient a additionner les deux.quanti i,ès^a -i-b J —H 
et c^d\/ — 1 ; on pourra d' abord écrire lei résvlfat.4ejCfiWe. pa- 
nière : «+*V~*+^+^V"^* y. Alftis <>R 43flataHps*) en ântep - 
vertissant Tordre des terme s, éc rire a-^c-^-bsJ — l-|-d^— 1 , 

ou (163) (a4;c)4-(*+^ \P^ . ' '• ' 

Et I on v oit (jgue la spmm/3< de dent qi)â0lités de la forme 

a-^-bsJ — 1 est encore une quantité de môme forme. 

' IL^oùstRACTiopr. On verrait de la môirie manière qiie |a djtîé- 

renc^ des deux quantités a-\-b\J — 1 et c+rfy — 1 est , . , ^ 

(a-c)+^b-d)s/~i , 
c'est-à-dire une quantité de même forme. 

i&6 . ni. Multiplication. Soit à multiplier, a4- A J—1 jpar 
Cr\^d)J—i , En étendant aux qji^iitités imaginE^ire&.la r^l^ ()^^ 
n° 34, c'est-à-dire en multipliant chaque terme du multipirca^de 
par chaque terme du multiplicateur, et en alyant égard à la règ'le 
des «ignés >t à ce qtii'a été dîtatt n* i«8, dn obtiefidr^ ' ' • ^ ■' 

aç-{-^bc\/—l-{-ad\/—l — bd ou ,(aQrr'bd)^(fyç,^,^(f)fs[^ 

kmi le prpdiiil est ^«ieore «une i^uantité de. marne tfoFH^.î - / 

RfiHARQVB I« On peut observée iqae si V()a avait /^^±£4 et 
rf:=:^è, le résultat se réduirait à a*r|-6* . Ainsi on a ce théo- 
rème : î . . . .11 : î, , 

qui n'est que l'extension du théorème analogue déipontré pourJe^^ 
quantités réelles au n^ SB. . ' , . .. .i 

RfUARQUEi U.> Le produit ne peuf être BfU;! <}a'^Utàn(>q(ié'lâ'|fërlie 
rielleetla.partieimagiinairps'attnulent âéparémeDlj puiLsqttel'unei 
d'elles ne saurait se réduire avec l'antre. Pourique te produit. fût 
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(i I '" -' I , ^ !;; / / ■ iM ^ , i I : // ' . 

nul, il faudrait donc que Ton eût à la fois 

ac—bdz=iO et bc-^ad=0.' • / 

Faisant la soi^me des carrée, oi^ obtient 

ou '\ [' (a*+Â*) (c*+d*)=0 , * V î . / 

Or, on produit de quanti tés réelles ne peut être nQlqu'a>«itant que 
Tundes facteurs est nul. On doit donc avoir 

ou bien a*4-ô*— , ce qui exige â=ti et ô=0 , 

ou bien c*4-<^==0 , ce qui exige c::r=0 et rfd±:0 .** 

Dans le premier cas, le fa cteur «Hr^V; — * s'annule; d£^ns le 
second c'est le facteur c+d^~l . ... 

Ainsi, un produit de deux quantités imaginaireê du second éegré ne 
peut être nul qu'autant que (un des deux facteurs est nul. 

IV. Division. Soit à divisep fl+^V — * P^^ c^d\/—l-. On 
peut d'abord écrire le quotiçnt sous la forme fractionnaire^ 

Multiplio ns le s d^ux termes de cette expression fractionnaire 
par c—d\/—l ; il viendra 

{ac+bd) + {bc---ad)\/^ '. 

ce qu'on peut écrire 

Ainsi le quotient se compo^ encore d'une partie réelle et d'une 

Sartie imaginaire, c'est-à-dire qu'il est de la même forme que le 
ividende et que le diviseur. 

On t rouve rait ainsi que l e quotient de lO+ÎS^— 4 par 
l+2>/^ est 8 — >/^.^ - 



166*. V. Soit à former le carré de la quantité a-^-byj^i • 
D'après les règles de la multiplication, on trouvera 

,.. • . .,; . .<jaÎT^6*)+2«6V^->— ' ' " I ••' ■' 

quantité de la même forme que a-{-b\J—l . " 

Ainsi le carré de 3+2'\/-^l .est 54-12^—1 . , j] 

Vr. Soit enfin à extraire la racine de a*-\-byj—l . Nous allons 



Digitized by 



Google 



QUANTITÉS IMAGINAIRKS DU SECOM) DEGRÉ. 143 

faire voir qu'elle est encore de même forme. Pour le démonlrer, 
posons 

\fa+b\/^i=x+y\/^ : • "• ^ [Il 

Il s'agira de démontrer qu'on peut trouver pour x eiy des 
valeurs réelles propres à satisfaire à cette égalité. 
Si Von él^ve ies deux membres au carré, do obliemt > ' 

Or, comme on suppose x ci y réels, et que les quantités réelles 
ne peuvent se réduire avec les imaginaires, cette équation ne 
pourra subsister qu''àutant qu'il y aura égalité entre les fcfuantités 
réelles, d'une part, et les quantités imaginaires de l'autre. On devra 
doûG avoir à la fois 

x'--g'—a • •^ I3l' 

et^ 2.ç^— -ft. . ■ • , - [4J 

Multiplions l'équation [3] par 5 , l'équation [4] para, el re- 
tranchons ensuite membre 4 membre pour faire disparaître 1rs 
termes indépendants de x et de. y ; nous trouverons 

bx^—'Èqxy — bi/=:0, 

ou, en divisant par y^ , * ' 



KÏÏ-HD-'^' 



Résolvons cette équation en y regardant - comme l'inconnue; 
il viendra 

y à i j 

Multipliant membre à membre avec l'équation [4], en obtient 
^x^=a±isja'+b' , 



dToù ^.^a±\/^' ^ . ^ yn ^^ ^gj 

en ne prenant que le signe + » attendu que a;' doit être po- 
Delà •- '• x=^±i/'*+V^*'-^^' , ' • [7] 



'• -r — ^^ a+Vft'-|ffc« 



quantité réelle.' 

Alc. s. 10 
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Pour obtenir y , il suffit de mettre pour a:* sa valeur [6] ,dans 
Téquation [3] . qui donne 



[8] 



.7 — 2 — .2 

d'Où y=±y^\/^^^ , 

quantité. réelle, puisque sja^-^-h'^ est plus grand que xja^ ou 
que a . 

En ayant égard à l'équation [4], on voit que a: et y doivent 
être pris avec le même signe si b est positif, et avec des signes 
contraires si b est négatif. On aura donc 



et 



quantités qui sont bien de la forme a^b\/ — 1 . 

Soit, par exemple, à extraire la racine de 5 + 12^ — 1 ; on 
aura a=5 , 6=12 , par suite 

V^:i:^ïv=^=± {^5^^+ y/y^p^ Vzi) 

=±(3+2V=ï) • 

167 *. Le lecteur a pu se dema nder plusieurs foi s dan s quel but, 
si les quantités de la forme b\/—^ ou a-f-fcv/— 1 n'ont au- 
cune réalité, on étend à ces expressions les règles établies pour le 
calcul des quantités réelles, et quelle estTutilité qu'on peut retirer 
du calcul des quantités imaginaires. A cela, nous pourrions ré-, 
pondre que ces quantités jouant un rôle dans la discussion. des pro-' 
blêmes Uu seconci degré, il importe de les étudier d'abord en elles- 
m^mes. Maison peut ajouter aussi que ces sortes de quantité;5, bien 
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q'tfô^ n'ayant auciihe réalité,- peûveht servir à des^ transformations 
auxquelles il serait souvent plus difficile de parvefnir sans leur se- 
cours. Elles forment, conjmp on Ta ditquçlquefois, une sorte de 
pont que l'on jette d'une expression réelle â une autre, et que l'on 
brise après l'avoir passé. 

^^ Pour donner un exemple élémentaire de cette propriété, qui jus- 
tifierait à elle seule l'extension des règles du calcul des quarilités 
réelles aux quantités imaginaires, propoeons-nousde démontrer ce 
Ihéorèïî^ d'arilhmétiqoe î • / . ' 

Si un nombre est la somme de deux carrés^ son carré est encore la 
amime dedeuœ carres. 

Iourte fai^re voir, dé&jgaons par n un nonabre^qui soit la somme 
de deux carrés a* et 6* ^en sorte qa'on oit • - 

n=:a^+b' . 

Ekvertli de la propriété démontrée au,n<yi68, on peut éc^rire 
cette égalité de la manière suivante : . 

Elevons les deux membres au carré, il viendra 

ou, en 'développant chaque carré, 

n*=(a^— 6'-+2a6\/^) {a'—b'^—2ab y/^) , 
oui en vèrlu de. la propriété déjà citée, "^ 

n = (a'^—b'y-\-ia'b' . 

Or, le secotid meBdbre est bienf'ia somme de cleuxcarn's; savoir : 
du carré de a* — 6* et du carré de 2ab. 

En sortequenon^seulementon a^émoûtrè la proposition, mais 
encore on a une formule 'pour la- décomposition de »* en deux 
carrés. 

Soit, par exemple, w=5 . Ce nombr? .est la somme de deux 
^carrés 4 et 1 .Si l'on pose a=2 et 6=1 , d'où a*=4 et 
*fc*f;=:?l jpn aura, d'après ce qui précède^ * i ;\- ? 

ainsi n* où 23 est la somme du carré de 3 et du carré, de 4' . ' 
Posons maintenant N=4*+3^ . en faisant a=:4 et 6==3".' 
La même formule donnera 

',.'" ;N'-rp=.(16^9)^^-4.4^-3^'=:;7^+24^'; ' 'V 

ainsi N* '^ ou le carré de 25 :, c'e^t-à^diriB €29 , est fà sorarr.e 
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du carré de 7 et Am .o^kWédf i3t; ÇÉj.qqijQSjt ^^r ftB^^:Ett{,^nisi 
de suite. ^hîjU./ 

Sans doute on aurait pu démontrer ce théorème sans le secours 
des quantités imaginaires^^ m^is/la 4ëiHbnstration qui précède est 
très-propre à faire voir, sur uft exemple élémentaire et simple, 
comment, d'une Relation entre miantités réelles, on peut déduire, 
par te secours des imagifiaireys, t^ne autre relation entre quantités 
réelles. 

> ' • « I : ..' ■ .. ' -.'.•'. M ! ,'. .' / ' ij 

g 111. biscQssiiti des jiroblètnes' du fcécoÀd âfe^fé'.' ' - ' ' ^^' ' 

168. Nous avons vu (i40, 142) qu unç éqiifeilîôfn dû secontf dW- 
gré peut toujours être ramenée à lalbk^tifï'é* »*'4^'/>ii?4^'y'±=tï)l,''^ou 
à la forme plus générale aa;*T|-6a?+c=0. Pour cela nous avons 
dit qu'il fallait faire disparaître lès dénominateurs et effectuer les 
calculs. Nous pouvons ajouter à présent que, si l'équation contenait 
un ou deux radicaux du Sêdoûd degt-é; Sotis tes^uèli'K'irfcîilhUé^fèl 
engagée, il faudrait les faire disp,araîlre. 

A cet effet, s'il n'y\aq{u>un pebl radical, on l'isole dans un 
membre; et, en élevant les deux membres au carré, on le fait dis- 
paraître. ^8oit,ptir>ex!emple;'Fôqa»tion': \ - -^ ^ I j .t./ 

on en tirera successivement ' ' ' \ ' \^ ^ ^ ' >"^* ^ ; . \> v . 4;^ ^ { 

OÙ il n'y aura plus qu'à effectuer les calculs et transposer. 

S'il y a deux radicaux, ori les isote^d^ns un%embre; on élève au 
carr^;l^ mem,br^ qui co^lepaitles radicaux,np,co9tieA<,plus'alojçs 
que leur doubla pro^iji^. Qn isole .ce double.produit diaûs up ççul 
membre; et, en élevant une seconde fois au carré,, on obtient' jine 
équation débarrassée de radicaux. Soit par exemple, l'équation f 

on en tirera successivement 

xJ^l^—X;-\^^y^x(^l^^ ,' ou y^(13— a?)=6^ ; 

puis a:(13— a?)=36 , ' ' ^, ,,^,. 

où il n'y àurtl pliià qilè ïeâbalculfe à 'efféc^tuet. '•'■'•'' ''^ 'i») 

160. Cela posé, reprendhs Uéquàtion xiu second degré sous la 

.T^+/)a?+î=0 • ' ' ^ '■" A .1:1] 
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'^^NbiÀ^aiô^ii^ VU» '(MO)! (|tf erf' fa tîSsoïvant bn «obtient les deux 
valeurs : 



.•I MU •'.,.. •« >'\l . , 









Ces valeurs, que nous désignerons par x' el x" , sont ce que 
Ton a rhabitude.d'a^ppeiler lesTaç/m^^de réqjis^lion du second 
degré. Il est important de ne pas les confondre avec le radical 

,„,Sif)p 1^3 ajoute oà obtiJ^nt, ; ^ . h .. , 

■•^i''^J' •' "' '^îi '"._ ' P P_ ' * •' - ' '' 

eAîsi.W;Jles^in}ultj;P^ie^OB. trouve popjr produit . . . ... 



■ 1 n.^'.«;";ip|''-r'(Ç^î)^î.':, 



Ainsi : 1° /d somme des moiiM» /d'une éqfiation du.second degréi-df 
la forme \^-{-f\-{-q:=0,eHygale au coefficient de la première puis- 
sance de X , pris en signe èontrdire; et/, ^° le produit de ces mêmes 
racines est égal au terme indépendant de,]{^. , ... ., .,.,,, ,j,, ,. , 

170. Riéciprçguemefît :, ^i d^yf quantité^ ;^a e^ b remplissent 
ces conditions, en sorte qu'on ait à la fois 

n«:^'/-M, :: " ' ' '^ .'. .^'ar^bf^fi el^aé=s i ...*■':!. <""" 

Gés'(j[uà^tii(é!5S6ïil tîidinfeà de réquatîoti [<], c>st-à-dire tjuë, mises 
â'ia placé' d^è x ,' elles klatfsfont à l'éqbation. Gàr on tire de' la 
{li^ëinlèr'é'reldtiW '" ' ^'^ ' • "'''•'•" "" " '■••'■ '■' " ' •• *• 

à=—p — a , 
et, en mettant pour b celte valeur d/ns là s(èconde, il vient 

—pa—a^=q ou a*-|-/?a-|-g=0 . 

,: îr '.^ ^'ï \.J 'v- . '-1: ,>...• î;I •■ yi. > - M, •. 
c est-à-dire que 1 équation est satisfaite quand on y remplace x 

para. ''' / ''^ * • 

On démontrerait, /en.élijaaiftaiït a, au .çoqtpiyq,; qfl'jÇp ,a,8ju3si 

p!estrà-dire que Téquation est satisfaite quand on y remplèice x 
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171. = Rewplv^çons^ di^ns l'équ^vli^^ >[ij, P Bt q ^paç^Jeur^ 
valeurs — {a(J^x") et ,a:V ; il viendra » . . 

OU X^ — x'x — x''x-\^x'x"::=:0 , 

OU encore . x(x — x') — a:"(^-'^')^^0 , -rj 

ou enfin {x—x') {x~x")=0 . '. [2] 

Ainsi, le premier membre de l équation x*-|-|)x-|-q=0 se décom- 
pose en deux facteufs du premier degré^ formés ete l' inconnue -k dimi- 
nuée alternativement des deux racines. 

Si, par exemple, on a r.équotion , . ^ | 

qui a pour racines 2 et 3 ; son premier membre pourra se 
mettre soiis la forme (x — 2) (x — 3), ce qu'il est facile de vérifier. 
. Paneillement, le premier membre de l'équation . . 

• . x^-\-x — 6=0 , ., ^, 

qui a pour racines -{-^.el -:-3 , pourra ce mettre sous la jformô 

• {x^i)(x+^) ,'..,.. . 

attendu que la différence entre x et — 3 est i-{-3 . • ' ^ 

Remarque I. Le théorème que nous venons de' démontre r'^rdll 
conjpren^re pourquoi .uo.e équation du secqçd degré peut étre^^a- 
tisfaite de deux manières; c'est que, son premier membre pouvant, 
se^écomposer en deux facteurs du premier degré, on peut anïiiUjler 
ce premier membre en égalant à zéro l'un ou l'autre des deux 
facteurs. , 

Si, par exemple, on aTéquation x^ — 5j: + 6— 0, et qu*on \'i 
mette sous la forme ■ - 

: .■...- (i»^2>.(3?*^.3)c=0 , • ..' ... -. 

on voit qu'elle peut être satisfaite, soit en posant ^r—^ 2=6' ^ 
d'où x=2 ; soit on. posant a;^-*3i;=0 > :d'.où x,:^^. \ ] 

Remarque IL Le même théorème démontre aussi qta'uneéqmUhn 
du second degré n'a que deux racines^ c'est-à-dire ne peut élre 
satisfaite que de deux manières. Et, fR effet, en mettant l'équa- 
tion [1] sous la forme [2], on voit bien qu*on ne peut satisfaire à 
l'équation, c'est-à-dire annuler son premier membre, qu'en annu- 
lant l'un des deux facteur&>.(168, /'em. II), ce qui donne ou 
X — x'=0 , d'où x=::x' , ou x—â:"=zO , d'où x=x" . ' 

Remarque III. Il résulte encore du même théorème qv^Çj fi a^.fisf 
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une des racines de l'équation x^-f-px-l-qczzO , son premier mem- 
bre est divisible par x — a ; car, si l'on uppelle b la seconde 
racine, le premier membre pourra se roellrc sous la forme 
(x — a)(x — b) ; donc il est divisible par x — a. 

172. Discutons maintenant les valeurs tirées de l'équation 
'^*"f"P^+?=0 , savoir 

I. Faisons d'abord l'hypothèse ^'^►O . 

En môme temps, il peut arriver que la quantité placée soug le 
radical soit positive, nulle, ou négative. 

Si l'on a- ^ — ?>0 , les deux racines sont réelles; et comme 

^ — q est alors moindre que ^, sa racine est moindre que |; 

c'est-à-dire que le radical est alors moindre, en valeur absolue, que 

le terme — | ; c'est donc ce terme qui donne son signe aux deuK 

racines; ainsi, elles sont de même signe; toutes deux négatives si 
p est posil if, toutes deux positives si p est négatif. (On ne peut 

supposer p=0 , puisque ^ — q est positif . ) 
Si Ton a ^ — q=^0 , le radical disparaît ; les deux racines se 

réduisent à — |; elles sont donc égales; négatives si p est po* 

sitif; positives, si p est négatif. .On ne peut supposer /? nul, car 
il faudrait que q le fût aussi, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Si Ton a^— g<0 , le radical porte sur une quantité négative; 

les deux racines sont donc imaginaires. Elles seraient égales et de 
signe contraire si j9 était nul. 

II. Faisons, en second lieu, Thypothèse q=:^0 . 

Dans ce cas , - • x 



-■=-|+Vf=-i+l=» • 

Ainsi, l'une des racines est nulle, Tatitre est égalé et de spgne 
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contraire kp ; elle eerail; i>nUe> aussi sii l'on (ayaiti»; en> mène *' • 
temps, p=0. ' ..!! ...-.■• .1 •• . '1 ■< . • • i. .• •'. •."• ;. ' • 

III. Faisons, énfîn^ .lMiypolhôse,ç'<;0. .... . i . V « . \ 

Dans ce cas, — q est positif, la quantité phic4e ftOUg loïiadic*!- .: \ • 
est donc positive ; les deux racines sont réelles. Mais comme 

^ — q est alors plus grand qno ^, isa racine est plûs^i^aiidé'^^ 
que |, c'est-à-dire que le radical est alors pluslgrand,- en valeur - 

absolue, que le terme — ^; c'est fidnc le" radical qui donne son 

signe à chaque racine ;, Tune d'elles est donc positive et Tautre né- 
gative, quel iqUë^^olrt le signe ^e p .'La pltsgrande'èn vâleuÉ absQ- ' - 

lue, est celle où le radical est de même signe que — f , c'est- ' 

ii-dire cel^e, fiui^pst de, signe |C9,iitrajr|9 à ;> j. jElles, sîef;îf,\çnf <^g<*^5. | .• 
et de signe cbhtraîré si ;? était nul. " ' \ ^ i-, .: .. 

173. Cette discussion peut ô(ie présentée d'une autiiemàffîëre,"' ^ 
fondée sur les théorèmes di^^ u° 160, et plu$ fï^cile à retepiç'y j^ ^ j 

I. Soit g>0 . Si Ton' a ^—^>ÔV'iBS(le!ux racines s^^^^^ 

réelles. De plus, elles sont.denlèmet^gne,'pTiiisque leui^ prodUîi g" "^ 
est positif. Elles sont positi^ves si leur somme — p est posilivç, , 
c'est-à*dli*è s'i"))''èét riègâtifi îeHés'édnt négatives si lenV sdmiilë / 
—p esthtfg'àliVë','ld'ës'C-à-dirè"'sï'p est^pb^itif: t)n n'é^péat,/â'ans ' . ', 
ce cas, supposer p^^O . . ^ - m '::..j'^ i; " 

Si l'on a';|-—^.:;==0 V les deux racines^ pont «égâles-j tch^adùnè-^ ^ 

vaut la mQilji^,4^,Jetty.p,9^me|.4^'e«it-ri-dire. r**!^ eiltel switsfosi*- ; " 
tives ou négà#e$V«blbrt é^ue^jrèst négatif bu poéîtif.^ On he péùî" '' 

Si l'on a ^i^^'<fO ,iiefi)<d^ax' raciûiesVsônt îttiiagîn'aires."Elî'êâ^ ^• 

sont égales et de siene contraire si leur s.Qmm<î — p est nulle, 
c'est-à-dire si jo=rO. ' l. ' '• , 

•» 

II. Soit lîif=i() . iLa.ippoâuit!. des raoîmes étant »uil ,i)il- fatrO' •' 
que l'une d'(a.nqsj0^0|i(ti>fii'attliîe e&t aitora-égaleiiVleiir^soipiiiie *^p, ^v hi; 
et est positive, ni(He ou négat/p, suivant qçie p. eç,t pégptjl^, nijil , p(, 
ou positif. ^ ' ' i \ ^ V . 

III. Soit g<0 .'Leâ^afeux rafdWéfe'éôhty biles. Elles sent dri^ '-' ' 
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signe o(Mftlraiite pliisqtadtélir produit q mi négatif. «La plus grande 
en valeur absolue est de môme signe que leur somme — />, c'est- 
à-dire positive si p est négatif,^pt négative si jpi est positif. Si 
p était nul, les deux racines étant 'dé signe contraire seraient 
égales' ew 'valeiir-îlbsolue. ' : " • ;. • - \ 

174^ PPrpeufj.jà )'^id^deice$ remarqijiqs, iraçonnaltce lanalurc 
des racines d'une équation du second degré avant de Tavoir ré- 
solue. Soitv par. ehemple^îl) équâlicwii. î I ' Il i ! 



■ l ! •■ 



■ojW 7-1^ 4-1 2^0 . . , 



sitive. }./. r . .î j. .,;__., .... . î, ;... î, • .: .^..; i , .,::,• :... 
Les deux racines sont donc réelles. Elles sont de même signe, 
puisque 'lèutphô'd dît esli"4-*2f' ;'ellè3 sont po'sitîVeâ, puisque' leur 
somme est +7. =' '' '"'^" ^ ''" •'^-' "^' '- • ■ - 

Soit iJéftftaijoRip,. .,-?îH-7^'+''*^'f=^0 •., ... m ..... ,-! •;■ t r 

Les deui' 'Mcitids sWiit eticob' réeïïes et dé'méiûe signe ; mais 
elles sont négatives,, puisque l^pr somme est j,-^ ,j ..-.,. 

. Les dp|i;l fàlpii^^s èon^ rMWsj ; çîlles sopf de $|ghq cox^tr^aire, PiU|s- 
que leur produïtjest 4^ 
leur somme ési ^—7 . ' (> .^ : i - 

i 75- ! jlBsiiARQUE iL . Lorsque . ile& . . racines sont « ^égoî^es, lej pre-' 
mier membre de l'équation est un carré parfait. Gela résulte du 
ihéorème'ijlû'W* ISfls puisque 'cfe pifetûieV'tïiëmbfë ié^lenl! alors 
à {x-^^çc') <;fl-7n^') .:q.9.> lii^yr^^^^^n ^ itf^is. ^ çj^tj {>oa,,de,ie voir 

directement. On a alors ^—g:==:0 ou î=t . Si, dari^ ré\iuà- 

tion prppqséev:PATemplaç<^>î PAiîiCjeUe Maleiîr, 001 o^itient . /;. 



.h, 



'^*+i)^+f^0;--W'(^+D'=b,/\;-: 



RetuiKiuEjiIL iiors^oe lesfaoinie^'sbnf'JiÀàginai^s, *)e pteiAM' 
iaembrei-4e' l'équation; estla-sonnlife 'de diâas ^uàlttitéls pbsitms. 

On a,"éli etfetVaa'nk' ce caàV'f ^'^<'6^' Ou" qt>'f'' On 'peut 
doncp9çeii„a==|,-r|j-aV„|pp,|i^jgpajjjli,Pftr «fl.iine (juantité essen- 
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lielleroent positive. Mettant pour q cette valenr dans rèqnatioii, 
elle devient 

Sous cette forme, on voit bien qu'aucune valeur réelle mise à la 
place de x ne saurait satisfaire à Téqualion; car, que ^+^ 
soit positif ou négatif , son carré est toujours positif. 

Remarque III. Lorsque les coefficients de Téquation, savoir p 
ct^ ,. sont réels, les deux racines sont toujours réelles ensemble ou 
imaginaires ensemble. Car, si l'une des racines était une qu antit é 
réelle a , et que l'autre fût une quantité imaginaire t-}-c\/— T, 
on aurait, en vgrtu des théorèmes du n" 169. 

—p=:a-f-b^c\f^ et q=a{h^c\/—i) , 

ou /?=— (a+ô)— c\/— 1 ^^ q=iab-\-ac\/—l , 

c'est-à-dire que les coefficients p ei q seraient tous deux 
iihaginaîres^ isi a était différent de zéro, ou que le coefficient p 
serait imaginaire sî a était nul. 

Remarque IV. Si Téqualion est numérique et que les coe/Bcients 
p et g soient commensurables, les racines sont toujours com- 
mensurables ensemble ou incommensurables enseroJblç. Gar^ si 
Tune des racines était une quantité commensurable à , et l'autre 
lïne' quantité inconlmensurable, pouvant avoir une partie cbm- 
mensurable,'telle que b-\-\/c , on aurait, en vertu des théorèmes 
déjà. cités, 

^p=a-\-b-\-\rc et q^a{b-\'\/c)- , 

ou ■' p= — (û+^>) — \A ^^ q—ab'-\-\/û-c , 

c'est-à-dire que les coefficients p et q seraient tous deux in- 
coïumensurables si a était différent de zéro, ou que le cœflSenent 
j8 çj2^i:aiMnc9mn)ensusabla si a était nul. 

176. Nous, avons supposé jusqu'ici que Ton pouvait mettre 
l'équation sous la forme a^^+z^a^-f-ç^^O ; c'est-à-dire que 
dans l'équation plus générale ax^':\-bx-\-c=:0 , a n'était pas 
nul, et qu'alors on pouvait diviser para .11 s'agit de ntoir mahi- 
lenant ce qui arriverait si les hypothèses particulières faites sur les 
données du problèane venaient à annuler a . 

Pour cela, changeons d'ahord x en - ; aux. plus griandes 
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yaleiuT^jâe jr corraspondroat les plus pelite^ valeurs dco: , et 
vice versa. On obtient ainsi 

y* \ y^ ' 

QU ^n.cl>assant les dénominateurs. 

Faisons maintenant l'hypothèse a:=::0 ; l'équation so réduit à 

blf+cy^=0 ou y{b-\-cy)z=0 . . . • 

On satisfait à cette équation, soit en posant y=0^ soit en po- 
sant' ' - 

' / ' b-^cy=0 , d'où y=-^'; ' • 

mais puisque 3c:^- , on déduit de ces valeurs^de y c 

_l _ c . • 

x—^ et ^— — ^ . 
• . •' • 

, La première de ces valeurs est une valeur in/Uiie (V2^)y que ro,n 
n'aurait pas soupçonnée si l'on se fût contenté de faire a:^:=0 
dans l'équation proposée, puisqu'elle se réduit alors à 

,--.' . b:p+c=Q ., . . . .... 

et ne donne pour x que la seconde valeur — ^ . 

Si l'oA fait* en même temps a=0 et t;=0, l'équatiou en.^. 
ci-dessus se réduit à 

cy'^0 , ' 

et donne pour y deux valeurs nulles. Il en résulte pour x 
deux valeurs infinies, et c'est ce qu'on pouvait prévoir, puisque la 

seconde valeur — t se réduit alors à — ;: ou à l'infini. 

177. On aurait pu faire les mêmes hypothèses dans les valeurs 
générales tirées de l'équation aa?*4-ô^-f-cr=::0'.' €és Valeurs 
sont (142) 






:r * 



Si l'on suppose ainrO , on trouve 

'■ '-' '■- ■ ;■ -Jfe+ô ■ , 

i)li trouve bien une valeur infiriieV mais l'autre se présente sous 



/ —6+6 ' , —26 ^,,. ,; . 
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la forme indéterminée - . Pour faire voir que ceUe-IndUlearurfûtt+j 
tion n;.eslqtfa,?pap^^^ inpUjplie j^,^. ^eyx ^le^ines^.d^ apj^yar 

Sous celle forme, on voit q^e» si Vot îàit a=0, la valeur de x' 

se réduit à r ; mais que si, avant de faire cette hypothèse, on 

supprime le facteur 2a commlin aux deux termes (123, Rem. II). 
on obtient \..vu, \ -. i / • .u i . ,, 



611 - 



6+6 "" 6 ' , 

: f. fh- i i^ '.-uin « «j jM ' . ' ••.) jiiuî ï'- '.Il «il./ vu »î» -;.') '1 

qui est bien la valeur finie et déte^miijée qu'on devait obtenir. 
Si Ton fait à ^ta fëis a!=d *et b'^X), lè^sfleux^ valeurs de x 

se pfé^WlÇftl spu*s la JfprmO; J ,\ Qiw^nU X^^ltirm^Mtéfn fimirde 

voir que rindétërminalion n'est qu'apparente et que la véritable 

valeur est—-, qui, pour^if=pid-,i'se(r.è|i)iiyà'-^^.|ou à l'infini.. 

Pour la 8econde,multiplions ces deuA termes par — 6+\/6* — 4ac, 
ce qui donne . ' ' ' 

^,_ (_6)«-(6«~4ac) _ - U-flc^- -^'> ^-^ -~" "^ »^^»^'' 

ouijôo fiaf>priifaantieifactéiir)îC0ipinunl2avi: ,!!: »i> •:iu>.îj '>^ lii > 

r ^ , . — 6+V/6»— 4ac *' "\. 

Si maintenant on fait a=0 et 2^=0 , cettç valeur se réduit 

Ainsi, pour a=0 et 6=0, les deux racines i^ont^iirfijiieâi^ 
comme ce\f^^àp^^}\^'P\Ke,,,^[^^^;^^^^^ pjPé- 

cédent. 

Enfin, si l'on faisait v^^nJn lote()fl=0) 6=0 et c=0 , les 
deux valeurs de cp se présenteraient encore toutes les deux sous 

la forme § y^maisllnflétei^inàti^J serait ptel^Ca^^îesl?!^ 
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^iinniM/.»'»! ' ,^/(ii.' iM,nr;n ■.\i\.\,f. ^ n ^/'mm i 
que, dans ce cas, Téquation pourrait élre j^atisfaite par une valeur 

cjïiekoiw|ùëideitrv:i ^{ij; 'lior M.n.î ^ui^' . ^^ -• mîi m .» .li: » 

' ' i7Ô. mus âilïoùsli'ppliquer èlélte iit'âcussibii'lliquéTquU exemples 
particuliers. ,, ,^ „\ , 

Problème I. Trouver le dénominateur d^une fraction.^f^ le nu- 
mérateur est a, sachant que, si l'on ajoute b à cliaciin des 
deux termes^ la fraction augmente de mi ^ 

Soit X le d^fliomip^lftur (leiiiandè,;.0ii 4eyrq, jiv-air. 

CC + O X * ,, 

rif) 'Vi.il'i.j /({ '«t! .-' 'wîi.*! i|. r.MT -.( N .î'p ,!.i:t " ^ r îîî,* . 

,T\\ .iir,H «i.iîlç ^'^?ll!i«l /'.' 'h /{f. fln'f..n:,-': '«L 'hJm •..! Oi ^lUl' 

d ou 0:=^^ — ^^ h • 

l** Ces deux valeurs seront réelles et positives si Ton a : 

^tSblôrrt,"ï)aï' ë*éâîiplé,' bM'3'V fc42^H^"^^î^'T •éW'l^'teiivera 

* i2 '«lUirùy H. 

d'où a:'=18 et a:';=:F4 . . , ^ . a -^ 

-- — _ — - - ^'. Q 

Si Ton adopte \^ ^^ièrei taleur, lâ^ (çmtifi^r demandée est -z ; 
elle se change en zi quaikljimmjiioteiâlàkbàctoitei^putennes 
^*'' 2Ô~Î8 ^^ 4~"â vaut efffectivemeat ^-^ . 

Si Ton adopte la seconde valeur, la fraction demandée est 7 ; 
elle se change en ^ quand on ajouleâ à çhac(^n.d,e s^s termes; 

5 3 1 '' 

>SN l*«^8èftjé'Vafëiii^^drfvïëttdi^àiéâf ékales'^rViH M ' 



Jn§f{m«)»olfpi;,??.«ffl(}>,^^,«fp^.>wtèiÏÏT^r»|.\|9?tff j JiT-on -trouvera 
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|f)Ourcîesdeux valours x=zi , La fraction demandée est alor^^ 7 ;^ 

9 ■ 3 I 

elle se change en ou 7 quand on ajoute 8 ù chacun de 

3 1 i 
ses termes; or, 4— r==9 • 

3** Les deux valeurs seraient imaginaires si l'on avait ; 



I 



G'esl ce qui arriverait si Ton avait, par exemple, «r^n-i , 
mzz^i 6=2 . ' , 

Dans ce cas le problème serait impossiUe. 

4®, On trouverait une racine positive et une négative, si Tonsup- 
posait 6 négatif; c'est-à-dire si Ton supposait qu'au lieu d'ajouter 
un même nombre aux deux termes de la fraction on en retranchât 
un môme nombre. 

Soient, par exemple, a=:14 , 6=— 2 , ^=7^ > ^" trouvera 



-ïl>^n/Tl'* + ^'f2'*'-^ -7d=37 
^'— , - o B — 5 : .> - 

^•12 ': 

d'où x'=Q et œ'^^Sj . 

jjdi, ^eçopde solution est purement algébrique; la premièire donne 
pour la fraction demandée ~r . Cette fraction, quand on retranche 

9 9 4 i 

2 à chacun de ses termes, devient 7 . Or, - — — égale en 
effpt ^ . 

5® On trouverait une solution infinie si Ton faisait m:^0, 
c'est-à-dire si l'on demandait que la seconde fraction fût équi- 
valente à la première. 

Les deux valeurs de x sojit alors . .i 

^•iL^- et x^=za . 

La,seçppde solution est évidente : car si le déoominAteur,.esl 
égal au numérateur, auquel i-4is la fraciwi équivaut àrrl-unilts eu 
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ajoutant un même nombre aux deux termes on ne change pas sa 
valeur. 

La première solution s'explique avec \^ même facilité ; car si <le, 
dénominateur x est iu&ni, il est en de tiiéme du dénomina- 

leur x+b ; les deux fractions -^ et - sont donc nulles 

toutes les deux, et^ par conséquent, leur différence çst égaipm^enl 
nulle. 

179. Problème IL Trouver les rayons^ extérieur et intérieur, 
d'ttfie sphère creuse de matière hontogène quelconque , connaissant 
f épaisseur de la matière et le volume quelle occupe. 

Soit x le rayon intérieur, le rayon extérieur sera x-\-e\y en 
désignant par e l'épaisseur de la matière. Le volume que celte 
matière occupe est la différence entre les deux sphères dont les 
rayons sont x-^-e et a;; on doit donc avoir, en appelant V ce 
volume, J 

ln{x+ey-lnx^=\^ , 
OU, en divisant par — , 



.(^+*)'-^'-E 



TC 



Si l'on fait le carré de x-\-e , on trouve ar*+2^j:-j-tf'', , et 
en multipliant ce carré par a:-f ^ , on' obtient pour le cube de ce 
binôme 

x'-{''3ex'+3e*x-\'e^ . 

Mettant cette valeur dans l'équalioa ci^esstis, et supprimant les 
termes en x^ qui se détruisent, il vient 

'^x'+Se'x+e'=^ ,. ..... 

ou a:^^ex+'^-^=0 . .. [l] 

On tire de cette équation . , • > 



^~ 2~V4ice' 12 



Pour que le problème soit possible, il faut que ces valeurs soient 
réelles; mais comme alors la seconde est nécessairement négative, 

* Le volume d'une sphère a pour expression lès j'du produit' d il rappoirt t. 
de la circonférence an diamMre par le cube lu ray<)û. '" 
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il faut,' de plus, que la première soit positive. Les deux racines de- 
vant être de signe contraire, il faut que le dernier terme de l'^ua- 
tion [1] soit négatif (169), et cette condition suffit en même temps 
pour la réalité des racines (172). 

Posons donc f — ^<0 , d'où y>\ne^ . 

Cette condition exprime que le volume donné doit être plus 
grand que celui de la sphère qui aurait pour rayon Tépaisseur 
donnée; et, en effet, le plus petit volume qu'on puisse obtenir en 
conservant une épaisseur donnée, correspond évidemment au cas 
où le rayon intérieur serait nul; la matière occuperait alors une 
sphère pleine ayant l'épaisseur donnée pour rayon. 

Si Ton avait \=:-ne^ , on devrait tîouver zéro pour la valeur 

positive de a? ; et c'est ce qui arrive en effet, car on a alors 



€\A j 4Tce^ ^ ^_Li l~ ^^ 

^~ 2 ' V3.4irc 42~ 2 1 V 3 i2 ^ 

x=-n-v?=-|+|=o . 



OU 

Quant à la valeur négative, elle est purement algébrique, et ne 
peut convenir au problème. 

180. Problème III. Trouver sur la droite XY , qui joint deux 
points lumineux A et B, le point qui reçoit de chacun d'eux la même 
quantité de lumière. 

(On suppose connu ce principe de physique: que la quantité de 
lumière reçue est en raison inverse du carré de la distance au point 
lumineux.) 

j._ c^ c r; 



A B 

Prenons pour inconnue la dislance AG du point cherché à l'un 
des deux points lumineux, et désignons-la par x ; soit d la dis- 
tance AB des deux lumières. Représentons para* la quantité 
de lumière que recevrait un point situé à 1 mètre du point A, 
et par p* celle qu'il recevrait à 1 mètre du point B . 

Si / désigne pour un moment la quantité de lumière que le 
point cherché C reçoit du point A , on devra avoir, d'après le 
principe cité : 

/ : a-=lm:a^ d'où /=- . 

X 
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En raisonnant de même, on trouvera que la quantité de lumière 
que le point cherché G reçoit du point B est 



(d— 0?)» 



Ces deux quantités de lumière reçue par le point cherché C de- 
vant être égales d'après l'énoncé, on doit avoir l'équation : 



'{d—x)^ 



[Il 



On pourrait la traiter comme à l'ordinaire, et nous conseillons cet 
exercice aux élèves; mais il est plus simple de remarquer que les 
deux membres étant des carrés parfaits, on peut en extraireja ra- 
cine, ce qui donne les deux équations du premier degré 

Si l'on prend le signe + devant le second membre, on trouve, 
en faisant disparaître les dénominateurs, 



«rf- 



-a.i?=|3r , d'où x'=d.-j^ 



Si l'on prend le signe — devant le second membre, on trouve, 
de la même manière, 

ad — aa::i= — ^x , d'où x^^d .-^ , 



valeurs réelles qu'il s'agit de discuter. 

1^ Supposons d'abord la première lumière plus intense que la 
seconde, ou «>P . Dans ce cas les deux valeurs x' et x" sont 
toutes deux positives. 

Considérons d'abord la valeur x' . Comme « + ? est plus 

grand que « , l'expression -^ est moindre que 1 ; la va- 
leur x' est donc moindre que d , et répond à un point compris 
entre les points lumineux À et B . De plus, .comme «-f-^ ^^^ 

moindre que «-{-« ou 2a , l'expression ^^ est plus grande 

que ~ ou que ^; ainsi x' est plus grand que la moitié de d. 

Le point correspondant C est donc plus près du point B que du 
point A . 
Considérons, en second lieu, la valeur x" . Comme «— p est 

moindre que a , l'expression -^ est plus grande que 1 ; 
Alg. s. Il 
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i'HiiidÏMir^' esÊfiius^randjqiie f& 4*ei vépoodlà/imipomt iG'»^ liiaé 
«MiidetàiduiipoiDtiiiniiQeix B'q«i atla^pnoinâre intéBsitéuiODièoB- 
.toit, «n effeÉj qp'oii>puisse trouyet à&c6Xdlé nnipoini pouo {lequel 
'la diiïénencf. d'tnUnsitèdesideuK .lumièreB eoil coibpensôe p^Piia 
différence 4e^:difita(iiQe& m pqiat éclairé.. r-w . , • 

2® Supposons que l'intensité de la seconde lumière aille en.a^g- 

^çnUjni|.,ç.t xjjup.pox, conséquent ^ augmenta en se.r^^ipji^paiiant 

,ain3J .flle,a ,,Ja valeur a?' ifa ep d,in)in.uaût et la valeur de a? ,i,ra 

tifîû, a^gmenlani, Ain$i le point Ç jse .rapprochera dmpilie.u.4e 

ABnetrle ppipA.Q' s'ôloigaera:4e.pJli?6.en pUa.4ei.la lumièrp.B. 

5.i.),'oxl.^ppo.^eIftain^pn£^at.'aF=^p,, Àu.les (Jieux lmaière?.ç(',égj^le 

iintenfeit^, on^ 'aurai ^î'^rii^ et xf^t^^^ ^ «'est-ft'dlreque le-^oint C 

se trôùVerjL ajors au birieû de AB , eï qiîè le ppint Ç' se sera 
èlôîg'në'à une distance infinie à dr-oite dû point B. Oh conçoit,' fen 
effet, que pour compenser la ditrérepce d'intensité des deux lu- 
mières, il faut éloigner te point C d'autant plus que cette diffé- 
rence est moindr^j, e^t que^si enfin elle dejvi.ent nulle, ce n'est qu'à 
?uhe distance infime que ladlifTérence dqe aiii" dislanceâ dev'iéhl in- 
sensible. • i . ^ x m , / 

'^ 'Ô^^SttppMOfas'^uep , ^rontinùant à onûfître,'devi8niie'jpliis|grfand 

/qub Dt-, >oti 'qdei' la "lumière' B soit plus ' intensie que ii'lti- 

mière A. " ' .'" ' ' ' :•'•'. ....ir.',-! ^.i* .;-. 

'•^'Lâ^Vàléut-'iJ" i^este' positive 'et moîtfdre que d^ c'est-à-dire 

"qu'elfe iépdndloujouirs à uii. point compris entré A et Bl'*Miufe, 

coùitae ?' est plu;? |;rand que «, il s'ensuit qùë «-j-p* est 

plttft:gra,ad.qu,?! 2.« ^.et fRie,,par conséqueût, r^.M mamçfre 

que Y ^^ ?^^ 2 f ^*^si x' est moindre que r , c*est-à-(iire 

qflc'lé point Cl est alors plus près de la lumière A 4«é-tfe la 
■kmiè*re'B,v • •'>.. > .^'^ .^ ,■ \ . •.♦^,. ... .. .-.,. ,v,.<\ j 

Quant à la valeur*»?", elle devient tt^ôgative; et, j^nisqti'oîi^ a^ rè- 
.^àrdy^ coiini^ fliOHitivGa les^distancea comptées à drotte.da,poictt A, 
-o».4evra^ pour la généralité des força ulçs (H0>4 regai'der. aojaî^me 
Dégaii'veâ ceJies qui sont comptées à gauche. jàe<:e pojint. La yal^nr 
négative trouvée pour x" correspondra donc à un poijat. iC^v^si- 
.^lué,^^gavlche du^poi^t, lumineux, A qiji a la moindre. i^te^$ité, 
. ^t.a ^ne ^isi'ance.de.çe .point. d*autapt plu^^^rande que îa Jd^èrèijiGe 
absolue p—« sera plus petite. ' .'. /v., •[ /\'. 

U4^rSi f.'oh <ai»«uiiiâain^enÂAtdécrc^i^ml!in)tensftté d)i^l&\lûtniè 
jusqu'à ce qu'on en fût revenu à l'hypothèse prr:«i, {on.vtfouvi^- 
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m'iifùûvx' des valeurs négatives de plas «a (^ os grandes), iet 
enfionne valeur infinie qu'on devmit regarder* comme négatiKe, 
puisqu'elle serait la limite vers laquelle lend une quantité n^alivs, 
de plus en plus grande en valeur absolue. Ainsi, pour «c:i^^, la 
solution infinie répond à un point que Ton peut supposerplaeéi ib- 
différemment à droite ou à gauche des deux lumières, ce qui doit 
être. ' . ^ - 

Il iie faudrait pas en conclure que l'équation du second d'egréf'à, 
dans ce cas, trois racines, elle n'en a que deux ; mais la vâ!eli^ In- 
finie peut être affectée du signe + ou du ^igne -^ , èuiVaût 
(Ju'on la considère comme limite de quantités croissantes positivés, 
ou dé quantités croissantes en valeur absolue, ma*is liégatWés. 

5**. Si l'on fait en même temps les deux hypothèses dcq+i^net 
rf=0 , cest-à-dire si l'on suppose que les deux lumières soient de 
même intensité, et placées en outre au même point Ai on trouve 

^■=0 et x"=l . \: ;, 

La première valeur donne le point A ; cela devait êtré^ pûisqiic 
le point Ç ,. qui est au milieu de AB pour «^:p , se confond 
avec A et B quand d est nul. 

La seconde est indéterminée; et, en effet, en quelque p^l»tde la 
droite XY qu'on place alors le point éclairé» il recevra des deux 
points lumineux la même quantité de lumière. 

6* Si» sans faire aucune hypothèse sur d , on failles deux sup- 
positions ^=^0 et «=0 , on trouve pour a?' et x" deux va- 
leurs indéterminées. Et en effet, si les deux lumières sotit éteiijtés, 
un point quelconque situé soit entre A et B , soit en deçà ou 
au delà, reçoit de chacun de ces points une quantité àé luniièfe 
nulle et par conséquent une quantité égale. 

IjBl. Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples qui suivenf : 

L Partager le nombre a en deux parties telles que la somm âe 
Imrs racines carrées soit égale à un nombre b . 

Il, Un voyageur a n kilomètres à faire ^ et marche d'une manière 
régulière. S'il faisait chaque jour a kilomètres de plus, il emplm- 
raitàson voyage b jours de moins. Quelle serait alors la durée de 
son voyage ? 

Ht. Trouver le côté de l'une des bases d'un tronc de pyramide à 
bases carrées, connaissant le côté de Vautre baÉe, la hauteur du tronc 
et son volume. 

- IV; Partager a en deux parties telles que la somme de tems iubes 
soit égale fh h, ,, = .. . . a- ii| 
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"'ji ^'JY; ÛDeiij0ff'<le maximiiHii et UeiHi^niwpm (|iii peuTent $e r^:àpii3re 
' ' <t ^ >. • ' : ' p^ierétiuaUoa^ Uu second U^ré. 
'''*'■■•■'• ',...■ ^ , 

182. Lorsqu'une expression algébrique contient une quànlitié 
variable, repr^eei^tée^pafr iwe Lettre, x.par exemple, elle prendi, 
en général, des valeurs diiïérentes lorsque Ton attribue à I» varia- 
bïé' i Ibutfes lés valeurs dom elle est siucepijbk. Mai^ il peutfar- 
river que la valeur qu'elle prend pour une certaine valeur PM^ 
tiiWktè dé la vari2lble,'pour a;:t=a , par exemple; sait.plos gr^inde 
que celles qu'elle prend pour des valeurs de a: trësip^ii di^ér^tf^ 
de a , soit en plus, soit en moins, par exemple x-^-â et x — ^. 
On dit alors que l'expression algébrique considérée devient un 
maximum pour x=a . ' 

Par exemple , l'expression 

4x— a:*— 3 

prend la valeur 1 quand on y^ fait j:i=2 ; tandis que pour 
x=i±^ , elle devient 

'^àiitité moindre que 1 , si tT est fractionnaire» qael . q^e soix 
d'ailleurs son signe. L'expression considérée est donc un maxi- 
mum pour X:±^i . . . . . , 

Il peut arriver, au contraire, que, pour une valeur particulière 
x=a de la variable, l'expression prenne une valeur plus petite 
que pour x=a-{-â ou pour x=^a — â . On dit alors que 
cette expression devient lin minimttm pour â:=:=a . ' ' 

îir Par e^enipliB l'expression 

prend la valeur 4 quand on y fait a:=2 ; tandis que pour 
x=2dz^ , elle devient 

•' " • • i^â^ ' ■ . ■' ' * 

quantité plus grande que 4 , quel que soit le signe dé ^ . L^QlX- 
pression considérée est donc un minimum pour x^^i. . 

Remarque. Une même expression algébrique peut être suscep- 
tible à la fois d'un maxiinum et d'un minimum. Ainsi l'expression 

devient un maximum pour x=z6 , et un minimum pour ar=2 , 
ce qu'il serait facile de vérifier. 

183. Toutes les fois que l'expression algébrique dont il s'agit se 
^préBeote sous la forme d'an trinôme du second degr4 60 x,, ou. 
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pi US généralement, sous la forme dune fraclioD dont les deux ter- 
mes sont, au plué, du ^feconddeferé en vT , on-peut déterminer 
son maximum ou son minimumî p^r des considérations tirées de la 
régQlq.lion d'une équation du, second degré. Cette détermination est 
J'pbjet du présent paragraphe. ' . .-. ...i ..;.>ioJ luu 

Proposons-uous d'abord ce jjroblèmé trés-svittpte :• •:'''!»•:■' 

Problème. Partager un. nombre donné a er^ deu^ jmrtie^dçt^t 
fé prùduit èoit unmaximum. , , . , . : /, ..,;. ,,.'., 

Appelons « Tune des parlies, l'autre sera a-mo; ; «ij^.eo \\mr 
manl y feur produit, on aura' - >. ... ..» , .;:^ . , 

; /. ^ . ' ' " né^xia—x)' :'" ''•'"■- ■■' ' = '" '' '-^^ 
On tire de celte équation : ... ; .- ,/ -i 

K, t*^^ A A' 

Pour que le problème soit possible, il faut que x soit réel, 
^ ce qui exige qu'on ait y<^ . La*plBs gi^née:vateui7«|tt'on:piii^e 

attribuer à y est donc j- , auquel cas le radical clisp?,r^ît^ kQ^ 

• iT8ste ^^^2 • 

Le maximum du produit y a donc lieu pour Ji^^^^ . * •' 

Remarque. Ceci démontre que le produit dé deuôé nônibfeè, Hont 
la somme est constante^ est le plus grand possible quand ces deux 
nûlnbres^ sont égaux.: . ., j* ..,, : xvi^ 

184. Trouver le maxuhum ou le b^nimum du trinôme ax*-f- bx -f- c , 
pour des valetirs réelles de \, 

1® Supposons d'abord a positif, etpçsons ' / i'' 

La condition pour que x soit réel (172) est 

dou . y>~4r^ • :.. , 

La plus petite vêbleitr que pourra prendre y, c'estrà^dii^ l« mi- 
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nimam it y , sera donc 






valeur à laquelle correspond 

b 

CMie valeur minîmnmde y sera positive, nulle on négative, 
ftaivantqoe les racines de l'équation 

^ ax*+te+c=0 

Mront imaginaires, réelles et égales, ou réelles et inégales (i 72) « 

2* Supposons a négatif et égal à — a\ on pourra écrire 

— flV+6x+c=y , 

ou aV— te — e=z — y . 

La condition pour qne x soit réel sera 

La plus grande valeur que pourra prendre y , c'est-à-dire le 
maiimnm de y , sera donc 

b*+Ue 4<ic--6« 

y~ W ~ 4a ' 



valeur qui correspond à 



^ 2a' 2a 



Cette valeur maiimum de y sera positive, nulle ou négative, 
selon que les racines de l'équation 

ax*+te+c=0 , 

seront réelles et in^les, réelles et égales, on bien imaginaires. 

Exemples. L Soit l'expression 3x* — Sx-f-O ; on trouvera 

qu'elle a un minimum répondant à x=^ ; et ce minimum a pour 

valeur 

47 
12 • 

n. Soit l'expression 6-|-5x — 3x^ ; on trouvera qu'elle a un 

maximum répondant à «a:=- ; et ce maximum a pour valeur 



07 
42 
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188. Trouver le maximum ou le mimtnff^, ^ /t'^^J^<^*^%îi ..;.., 

pour des valeurs réelles de x. • '^> >■». ;:.it.^ 

Si Ton égale à y Texpression proposée, il en résultera une 

équation du second degré en x ; et, en la résolvant, on obtiendra 

Â,''p^ 9 étant de^ expreBMons algêbrrqiiesi qui: dépandeikt d»- 

a, 6, c, t/, 6', c -.•' ' '^ •' ' - 

Posons y*4"P^4~î=^ ' ^^ soient y' et y" les deux ra- 
cines de cette équation; ^bn a vlr (l?l) qtfe le premier memb^é^' 
pourra se mettre sous la farjuje . ;. ;; ,.| , . t.r. ., . . 1 

Par suite, on pourra écrire : 

^- - • 2(a'y'-*-a)- • 

1<* Supposons d'abord A positif. Si y' , et y" sont réels et 
que Ton ait y'<y" ; il faudra, pour que èô- soit réef, "q)ttë''l!ôfn' 
ait y<iy\ d'où, à plus forte raison, y^y" ; ou bien y^y" t 
d*où, à plus forte raison, y'>y' * 

Jlry ai|ra.dQnfr»n4»MimmB y^=^y\ tX m nmviim y;^y'l ; 
et en substituant pour y ces vaieurs, on obtiendr^^ 1^ ,Vf^\çv^*3 
correspondantes de a? . ' 

Si y'=y" ou si y' 'et y'* sbnt imaginaires, le trinôme 
y^-^px-^q, SGV3L un can?é parfait, ou la sotnme de deux» car»? 
ré&(178); il restera donc positif ppuf toutes les yaleurs.ré^l^es 
de y , donc a? demeurera réel. Dans ces deux cas, ir n'y a ni 
makiiiittmnî minimum,, puisque y , ou l-èipi^efeâlèftpropôsètei' 
peut prendre toutes les valeurs imaginables. 

2** Supposons en second lieu A. négatif. Si y' et y" sont 
réels et qu'on ait y'<y\ il faudra pour que y soit réel que 
le produit .(jf—j'> (y— '^'') soit négaitif, ise, qui .eî^iga^que.^ floit 
compris entre y' et y\ Il y aura donc un minimum y=y' 
et un maximum y^^f ; et en mettant pour y ces valeurs oit 
obtiendra les valeurs correspondantes de x. 

Si y'=^y\ la quantité sous le radical reste négative pour toutes 
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les valeurs dey, excepté pour y=y'; rîOx.flrfi^op f\rppofiè<^n;RfJïwJ.r) gJ 
donc que cette valeur, et il ii'v a ni maximum m minimum. 

C'est ce qui af^Heu^ lort|ue' les\ coefficietts tf , fti^tr àlDtrt res- 
pectivement proportionnels aux coefficients a' , V , c' . ]>ff^fi,f ^ \\ 
si Ton s'aperçoit de cette proportionnalité, on reconnaît, sans cal- 
culs, que la valeur 4ef^.f6ti<i«dép?Adan|e de 3S,s . . v-MHp f.s, 

On ne peut supposer les racines y' et y" imaginaires, car la 
quantité sous lé radical j^taot.alora, constamment n^f^U^Ke^^n^ineH' 
rait toujours imaginaire; l'expression proposée n'admettrait donc 
aucune valeur, ce qui serait absurde. ^ . / i : r m 

3"" Il peut encore arriver que la quanti té fious le radical dans la 
valeur de x se réduise à un binôme du. prrtnier degré en y, 



Si m éM positif,' on' devra avoi 



--r)}. . I 



n 



wy+n>0 d'où yî>— - . 



La valeur 2/===.— ^j^ sera do^P ujp miniiiiHiïi ;. et.Ui^'y'aur^ pas /. 

de maximum. 

Si m est négatif et égal à — m', on devra avoir 



— w'y+n>0 d'où y< 



n 



La valeur y= — — sera donc un maximum; et il n'y aura pas 

de minimum. 
Si m=0 , il n'y aura ni maximum ni minimum. 

Exemples. L Soit l'expression 

y~ 0?— 5 

La condition pour que la valeur de x tirée de cette relation 
soit réelle est • 

y«_10y+9>0 ou (y_i)(y_9)>0 . 

Il y a donc : 

un maximum y=l , lequel répond à x=A . 
et un minimum y=9 , lequel répond à x=il . * 

H. Soit l'expression : 

2a?«— 10a?+8 



y— 2a;«— 2x4-1 ' 
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LacolMîéiôil'pimrqtie* gcJitréel est '' " ^'' ' . = 

^n^y+Sy^+ix» ou . (y+l)(9--y)>0 . . :' • / 
Il yadbiic: \ ■ - i 

un minimum u=: — ♦ , lequel tépond à a:=^r , ' ' 
et ôn maximiun yi=2 9 , lequel répond à x^ri^j . — » 

III. Soit l'expression : » - - . 

En liranl de celte relation la valeur de oc , on trouve^ sôus le / 
radical, 36 — 20y . La condition pour que x soit réel est donc 

36— 2()y>0 d'où y<? . 
Ainsfî ^ti±f^ étet'ufn maximum; lequel répond à oo=:-t . 
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1(8^5 ÉQUATIONS DU 2* DEGRÉ- -r- PHPGRRSSlOiSB. t LOGARITHMES 



CHAPITRE VIT 



Dt;S PROGRESSIONS. 



§ I. Des progressions par dififërêtrcé. • 

186. On nomme progression par différence on progression arith- 
métique, une suite de termes tels que cnaçuji surpe^sse le pr^édenti 
(ou en est surpassé) d'une quantité constante appelée raison. Pour 
écrire une semblable progression, on la fait précéder du signe -f , 
et Ton sépare les termes par un point. Ainsi : 

t2. 5. 8. 41. 14. 17. 20. 28. 26. 29. etc. ^ 

e$t une progression par différence, dont la raison est 3. . 

Cette progression est croissante. Si on l'écrivait dan^.uo ordre 
inverse^ elleser{iit décroissante. On peut considérer les progres- 
sions décroissantes comme des progressions dont la raison ^t né- 
gative, et adopter 'alors, pour définition générale^ que chaque 
terme est la somme algébrique du terme précédent et de la raison. 

Il résulte delà nature même des progressions arithmétiques, <|ue 
chaque terme est moyen arithmétique entre celui qui le procède et 
celui qui le suit. Ainsi on a 

5_2=8— 5 ; 8— 5=H— 8 ; 11—8=14—11 ; etc. 

187. On peut calculer un terme de rang quelconque, connais- 
sant le premier et la raison, sans qu'il soit nécessaire pour cela de 
former les termes intermédiaires. •' 

Soient en effet a le premier terme et â la raison, 
le deuxième terme sera a-f-cT ; • 

le troisième terme sera a-^-iâ ; 
le quatrième terme sera a-^-dâ ; . 

le cinquième terme sera a^S^â ; 
et ainsi de suite. 

On remarque que le coefficient de â est précisément le noBïère 
des termes qui précèdent celui qu'on veut former; en sorte qu'en 
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m^ 



appelant / le terme de rang n , c'est- à-dire qui en a n — 1 
avant lui, on aura 

l=a + (n — l)^ [l] 

c'est-à-dire qu'un terme de rang quelconque est égal au premier 
augmenté d'autant de fois là raison quil y a de termes avant lui. 
Comme applicatioi» de cette formule, soit à résoudre le pro- 
blème suivant : 

I. Un ouvrier place cette année 200 fr. à la caisse d'épargne^ et se 
propose d*y ajouter l%^fr, chaque année; quelle ^era la sommeplacée 
au bout de 15 ans? (Abstraction faite des intérêts.) 

I^a somme demandée est le seizième terme d'une progres^ion.p^r 
différence, dont le premier terme est 200 et dont là raison è.^1 
125. En appelant x cette somme, on aura donc 

:p=200'+ 125' X 15=2075' . 

II. Un charretier doit déposer 50 voitures de sable en des points 
espacés de 20"* en 20" sur une route; te point où it vient prendre 
le sable est situé sur la même route à 150" en arrière de celui où il 
doit déposer la première voiture ; quel chemin aura-t il à parcourir 
pour déposer la 50* voiture et revenir au point de dépdrt? 

Pour déposer la première charretée et revenir au point de départ; 
il aura à parcourir deux fois 150", c'est-à-dire 300". Pour dé- 
poser la seconde et revenir, il devra parcourir 20" de plus en al- 
lant et 20" en revenant, c'est-à-dire 40™ de plus que pour la 
première. Pour déposer ia troisième et revenir, il devra parcoui^ir 
encore 40"de plus; et ainsi de suite. Les dislances successives à 
parcourir forment donc une progression arithmétique dont le pre- 
mier termç est 300" et la raison 40" ; ainsi on aura pour la 
valeur du 50® terme a? . ' 

a:=300"-f-40"X 49=2260" . 

III. Trouver^ dans la série des nombres impairs^ 1,3,5, etc., celui 
qui occupe le n**"* rang. 

Les nombres impairs forment une progression arithmétique dont 
le premier terme est 1 et la raison 2 ; en appelant N le nombre 
cherché, on aura donc 

N=l+2(n— 1) ou N=2w— i. 

188. La formule [1] peut servir à résoudre 4 problèmes diffé- 
rents, suivant que l'inconnue est â, /, n ou ^. Elle peut 
servir, par exemple, à traiter cette question : 

Entre deux nambrcB donnés A et B insérer m moyens 
arithmétiqms^ c'est-à-dîre former une progression par diffôretice, 
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dont A et B soient les termes cxlrèmeiS) el telle- qu'il, y ait 
m termes entre A et B. 

L Pour cela on reràarque- qu'il y aur* en tout m*\-i termes, et 
que, par conséquent, en nommant ^ la raison inconnue, on aura 

/ ; .. 'b^a+(«»+1)^, d'où cy^^\ ."..., . 

p'fst-à-dire que pour obtenir la raison^ il faut diviser la différence 
dès deux nombres donne'spar le nombre des moyens à insérer.^ plus un. 
On obtiendra ensuite les moyens demandés en ajoutant successi ve- 
ÉBieiii à «Aies quantités J, 2(^ , 3^,, etc. ^ > 

M^Par exempte, si on propose d*insérer 6 moyeas ont^e, ft. u 

13 ,'6tiaura <^^^ ^ zzz- . Par conséquent, la t>rogréssioû 

d^Qîaodée sera : 

; v9.9f 10|.IO|.n|. Hf.42f.l3 . 

' iOd; IMms taHt& 'progression par différetice^ la sotmw de deu^ 
termes également éloignés des extrêmes est égaiera la^.apmfiie d^$ 
extrêmes. 

Soient en elïèt a et '/ leé termes extrêmeé, è la raison, 
T.Je ternjp, qui ef\ a n avant lui et T' celu| qui en a n 
après lui. Oh aura 

'ï—a + uù et /=T:-f w<r . 

Retranchant ces égalités membre à membre, il vient 

' - T-:i='a-^T' ', d'où T-f-T'^a+Z • - ^' - 

'.ce qu'jr fallait démontrer. 

' 190. Où peut se proposer de calculer la somme des tentées cl'uoe 
firbgrèsâîori pardififéreïice. 

... Pour ceU^ soit .-f^a.ft.c.d g.h..k.l , ; / 

la progression proposée. En désignant par S la somme, des 
: termes on aura indifféremment 

ou S=/+A-j-*+ff+ +^+^+*+^ ' ' ' ' 

en écrivant les termes dans un ordre inverse. - 

Or, on remarque que les termes placés Tun au-dessous de Tautre 

dans ceçideuxvsomme^ sont précisément lestermqH.ég^^^'^^^ce 

.ides, extrômea» Si doBC^ on ajoute ces d^ux ég^liife lïîemcjre à 

inembïia, là. second membre d^e l'égg^lité résultapLtej éqiijvaudi^a^- pn 

vertu de la proposition démontrée au numéro précédent, à autant 
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de fois la somme des extrêmes qu'il y a de termes; en appelant 
Hônc n ce nombre de lei'mi9s, on- aura '• / . • 






^ m—{(t^t)H , d'où S^^^iiiîlij •: 'i^^J 



c'est-à-dire que /a somme des termes d*une progression par différence 
s obtient en faisantla somme des extrêmes, multipliant dette somme par 
le nombre des termes^ et prenant la moitié du résultat. 
^^Coiiime application de celte formule, on peut se. proposer Içs 
problèmes suivants : , ' ' \ 

f. Un corps qui tombe verticalement, dans le vide, parcourt^ i^^Oftii 
éaiis ta première seconde, et successivement O'^sSOSS de plus dans 
éacMne des secondes suivantes ; quel chemin aura-t-il parcouru m^i 
bout de 10 secondes? 

Les espaces successivement parcourus dans la première seconde, 
la deuxième, la troisième, etc.,. forment une progression par diffé- 
rence dont le premier terme est 4",9044 et la raison 9'",8088 . 
Eu appelant / l'espace parcouru dans lu 10'' secondé, oD^ (tura 
donc rabord (187) 

/=4^9044 + 9'",8088x9=93'-,1836 . 

fcn appelàat S Tespace total parcourii en 10 secondes, on aura 
ensuite 

g_ (4»9044+93".iS36)tO _^^gQ^ ,^^ 

II. Un charretier doit déposer 50 voitures de snble, en des 
points espacés de 20" en 20" sur une route, le po\nt où il 
vient prendre le sable est situé sur la même route, à lÔO*" en 
wrière de, celui où il doit déposer la première voiture : qtielii^fmin 
aura-t'il à parcourir pour déposer les.^0 voitures et revenir au 
point de départ ? 

Nous avons déjà vu (187) que les espaces successifs à parcourir 
pour déposer chaque voiture et revenir au point de départ, forment 
une progression par différence dont le premier terme est 300" et 
la raison 40" . Nous avons trouvé pour le dernier tçrme 2260" . 
En appelant S le chemin total, nous aurons donc 

in. Trouver ta somme des n premiers nombres consécutifs: 
Ces membres forment une progression arittïmétiqùe dont le 
I" terme est 1 et la raison 1 ; le dernier terme est d'ailletirs n ; 
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2 

IV. Trouver la somme des n premiers nombres impairs. 
On a vu plus haut que le n'*"" nombre impair est 2» — i ; on 
a donc - 

S:i^ ^ ' g, — ^ ou 8=»* , 
c'est-à-dire le carré du nombre des termes. 

101. La formule [2] suppose que l'on connaisse le dernier 
terme ; maïs on peut encore se dispenser de le calculer. En effet, 
si, dans cette formule, on met pour / sa valeur tirée de la for- 
mule [1], on trouve 

Si, par cKemple, on applique cette formule au problèOM IL 
(On.^urat 

S=300'°.50-f-5^^Y^=15()00°»-f490()0'»= . , 

192. Généralement, à Taide des deux formules 

l=a + in-^)i et S=^ , 

qui contiennent 5 quantités, a , ^ , » , / , S , on ^ peut 
résoudre tous les problèmes dans lesquels, 3 de ces quantités 
étant données, on demande les 2 autres. 

Soit, pour exemple, à résoudre ce problème : 

Combien faudra-t-il d'années pour s'acquitter d'une dette de 7700' , 
en donnant 500' la première année^ et successivement 200' de plus 
chacune des années suivantes? . i 

Les sommes payées chaque année forment une progression par 
différence dont le premier terme est 500' , et la raison 200' ; 
c'est-à-dire qu on a ici a=500', ^=200' et S=7700' . Les 
inconnues sont / et n . Mettant pour a , «T et S leurs va- 
leurs dans les deux formules ci-dessus, on obtient 

/=500+(n— 1)200 et 7700=^^5^^^ . 

En mettant pour / son expression dans la seconde formule, on 
obtient une équation en n qui, simplifiée, devient 

n*+4n=77 , 
d'où n=— 2±:9 . 
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La première valeur w=7 convient seule. II faudra donc 7 aïi»- 
nées. ., 

On trouve ensuite 

/=500+6.200=1700^ ' '; 

pour la somme payée la 7« année. • ' ' 

§ II. Des progressions par quotient. 

193. On nomme progression par quotient on progression fiéûmé- 
trique y une suite de termes tels que chacun est épi a^i précédent 
multiplié par une quantité constante appelée raison. Pour écrire 
une seniblable progression, on la fait précéder du signe vr. , ^t 
Ton sépare les termes par deux points. Ainsi : 

^ 5 : 10 : 20 : 40 : 80 : 160 : 320 : 640 : etc. 

èi^t tiiie pnogressio» par quotient, dotit la raison edt '2.' '^ 

Une progression par quotient est croissante lorsque la raison esft 

plus grande que Tunité; elle est décroissante dans le cas contraire. 

Si la ralé[oii'était Tunité, la progression se réduirait à une suite de 

termes égaux. . .: • ; 

Il résulte de la nature môme des progressions géométriques, que 

chaque terme est moyen géométrique entre celui qui le précède et 

celui qui le suit. Ainsi on a 

'è:ÏO=ip,:âO;. 10:20=20:40; 20:40=40:80; etc. 

194. On peut calculer un terme de rang quelconque, connais- 
sant le premier et la raison. Car, soient a le premier terme et 
5f là raison ; 



Le deuxième terme 


sera 


aq ; 


le treisîAme 




aq^ ; 


•le quatrième 




aq^ ; 


le cinquième 




aq' ; 


et ainsi de suite.. 







On remarque, que l'exposant de q est précisément le nombre 
des tenues qui précéder^; celui que Ton veut former; en sorte 
qu'en appelant ,/ le terme de rang » ^ ou qui en a n-n-l 
avant lui, 6n aura , . 

c'est-à-dire qu'im tenue def rang quelconque est égal au premier 
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1 174 ÉQUATIONS DU 2* UBHhé. -^ PAOGUGSSIONS. — LOGARITHMES : 

mufiifHiépar la ramn élevée aune piii^êance.marqftéépark nwibre 
éeiiertAe» qui précèdent. . 

Si,> par exemple, le premier tenue e»4 7 et ta ra^^oh 3 , on 
aura pour le 10* terme 

/=7x3«=7x 19683=? i377W . i 

19». Là formulé {Ij peut sei-Vir h résoiidi^c ce problème : 
Entre deux nombres k et B ^ insérer m moyens géométriques : 
c'est-à-dire former une progression par quotient, dont À etB 
soient les extrêmes , et telle q\Ji"\\ y ait m ^teroies entre 
' A et B . 

Le nombre total des termes devant être m-pî, on âevra avoir, 
en appelant q la raison. 



B=:Aî~"' d*où q= 



m+.>,^ 



A 



c'est-à-dire que pour (^tenir la raison, il faut diviser le second 
nombre par le premier^. et extrait;e du quotieut une racine dont xf in- 
dice estlen(\mbre des moyens à insérer^ plus un. ^ .t., 

On obtiendra ensuite les moyens demandés en multipliant suc- 
. cèsstVQmeiit A par 9 , par f'^ par g^'-, eto; i' ■ •• 

Par exemple, si on propose d'insérer 7 moyenfe^îBnlre-i? et 
1792, on divisera le second nombre par le premier, ce qui donne 
pour quotient 256; et Ton ext(|ir£r la racine 8^ de ce quotient, 
ce qui donne 2 pour la raison cherchée. On formf^ra ^a^j^i^ les 
moyens demandés en multipliant 7 par 2 , puis le produit 
par 2 , et aiosi de suite; ce qui donne pour 1$^ progrfs^îpn de- 
mandée : 

^7:14:28:66:142:224:448:896:1792 . • 

196. On peut calculer la somme des termes d'une progression 
par quotient. 

Sôit . ^a:b:c:d:...:k:l 

la progression proposée. Désignons la raison par q \ et la somme 
des termes par S • On aura d'abord 

b=aq ; c=bq : d=zcq ; Iz^kq . ^ 

Si Ton ajoute ces égalités membre à membre» il viendra 

b + ç + d,,.+l=q(a + b^+c... + k) 
S-a=q(S-h , 



d'où S=2^ 
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par quotient, il faut multiplier le derkk^ terme p»P -te t«/w>», en 
'î" ràiranckêf^ hjtrhmiêr tèrme^mSivisetMreste pê^' là raison diminuée 
d'une unité. ' ' "I » - » i j , . 

Exemple : S<>iE:t;d pro^e»fiioB: I <: T « 

197. bi I on met pour / sa valeur aif"* , la f(jjrmulû qui 
donne S.preijid la forme, . ' , ' 

On aurait pu é^atjfir cette forinule drteclètaent, car on a 

Or, la quantité enlre parenlhèsefir qst Iç qa«iiant!deur/"^^i)par 

ç-^li(48)i.on!paitdoftGiéacira ., ■ .. . ^ ... / i î 

Vcbmriié.ci-déàsus. L ' ^ ' '' '* 

' i^'198.4QômirieâfplioAl'rônÛe cette formulé, «n petit se^prdjîDscr 
les problèmes suivants: ■ ' '- '' 

I. U^'i^u^ur4oiiblei soumise cl^(^qmrfm qu^^ Si sa mie 
primitive était de Ô',2o et quil perdit 20 fois de suite y quelle 

' -h-Btm^ perte totùltf - - • • ■ » ' : •"> «>^•l 

Ses pertes successives forment une progression parq^titientdont 
le premier terme €$t:0'.25\et dont Ja; raison est 2 . ;0a trou- 
vera d'fibord pour le .20Merme 

' /=0',a5X2l'^iru43èO72^-. • ,■ ^.\^^.'>u 

On aura çtisuile^ \ • v^ .;^ ^^ 

2 — 1 

II. f/n maquignon interrojjé sur le prix d'un cheval répond : Les 
fers de mon cheval sont fixés' à l'aide de 20 clous ; si vous me 
donniez 1 centime pour le premier:, 2 centimes pour le secçnd, 
4 pour le troisième et ainsi de suite^ toujours en doublant^ je 

Alg. s. 12 
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176 ÉQUATIONS DU 2* DEGRÉ. — PBCKiaESSiONS. — LOGARITHMES : 

VOUS dofinerais k cheval et iSb^il^ . On demande, £oniibmHI es- 
timait. 

Il faut d'abord cherchejr le nombre de centimes qu'il faudrait 
donner pour le 20* clou : . Ce nombre est le 20* terme d'une 
progression par quotient dont le premier terme est 1 et la rai- 
son 2 , on a donc, en le désignant par / , 

/=:|.2^^=524288» . 

Le nombre tqt^l S de centimes payés, pour les 20 cIqus serait 
donc 

I ! .S=^^^2gX?zzi_io48575» ou 10485^75 , 

Si de ce nombre on retranche 485',75 , il reste 10000^ . 

.189. Lorçqu'pQ prolonge indéfiniment une progression géoflaé- 
, trique décroissante, la somme de ses termes s'approche sans cesse 
^ d'une, limite finie qu'elle ne peut atteindre, mais dont elle peut 

différa aussi peu que. l'on veut» si l'on prend un nomjjre suJpSsanl 

de termes. 

Supposons, en effet, que q soit moindre que 1 . La for- 
mule [2] pourra s'écrire , en changeant les signes des deiix termes 
du second membre, , 

<^ g— gg** " 



i-« i-q i-ç' 



La première partie du second membre est une quantité indépen- 
dante du nombre des termes; la seconde partie contient un fac- 

t^ur j^ qui ne dépend pas non plus du nombre desitem^s. 

Mais le facteur q"" est d'autant plus petit* que la progression est 
prolongée plus loin ; car 1^ puissances successives d'une fraction 
vont s^ns cesse en diminuant. 

Nous allons démontrer que l'on peut toujours prolonger la pro- 
gression assez loin pour que g** devienne plus petit que toute 
quantité donnée. 

En effet, q étant moindre que 1 peut se mettre sous la 
forme t , k étant plus grand que l . Il suffit donc de démon- 
trer que k^ peut devenir aussi grand c^u'on le voudra en prenant 
n suffisamment grand. 
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0^, A* êtaftt plus grand que 1 , on peut écrire : ^ ^^ 

1 = 1 

*>! 
r->l 
F>1 



*«-*>! ' 

d'où, en ajoutant membre à membre, ce qui est permis, » 

A;n-i_|_^-i ...+F + A + l>n . 

Mais le premier membre de cette inégalité est le quotient de A" — I 
par k—l (48) ; on a donc 

jEi>^ ' d'où fc«>n(A:— l) + l . 

Or, quelque petit que soit k — 1 , on peut toujours {)réndîe n 
assez grand pour que le second membre soit plus grand que to^ite 
quantité donnée; donc, a fortiori, on pourra prendre n asstez 
grand pour que &" 'Soit plus grand que toute quantité donnée. " 
On en conclut que l'on peut prendre n assez grand pour que 

~ ,. ou ce qui revient au môme ç" , soit plus petit que ioute 

quantité donnée. 

Il suit de là que la seconde partie de la valeur de S pourra 
être rendue aussi petite qu'on voudra en prenant un nombre suf- 
fisant de termes; et que, par conséquent, celte valeur tend sans 
cesse vers une limite fixe qui est 



Celle limite est ce qu'on nomme quelquefois la somme des termes 
de la progression prolongée à l* infini. 

Ainsi, la limite de la somme des termes d'une progression géomé- 
trique décroissante est égale an premier terme., divisé par l'urUté 
moins la raison. 

Par exemple, la progression 

^Ir^i^r^retc. 
dont; la raisoi^ est 7 , a pQur limite 

r ou r — 7, c'est-à-dire 2 . 
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La progression 






{ / } I I 



dont la raison est 7 s a pour iixf ife 

ï" ou J37 , c'est-à-dire ^ • 

^ 3 

La progression ff 7 : 6 : etc. , dont la 'raison est 7 , a pour 
limite 

7 49 . . . » lOL' 

, 1 OU :: — r , c'est-à-dire 49 . 

• {—^ '—6 ' - . ' 

200. Comme application de la formule t3], oii peut* convertir en 
fraction ordinaire une fraction décimale périodique si^^xlç, > , ., i 

Soit ta fraction périodique simple 0,PPP.... , dans, laqHelle P 
représente un nombre p de chiffres. On pourra écrire jce^e,fc|i^çi 
tion sous la forme ^.î....,Ar; 

On voit que celte suite forme la somme des termes d^urt'e riro- 
gression géométrique décroissante, dont le premier terme ^»t.:*î^ 

et dont la raison est ttt . A mesure qu'on prendra un plusgrâna 

nombre de périodes, on approchera donc de plus en plus d'ilnérli-j 
mite finie, qui est ce qu'on appelle la valeur de la fraction îj^ijîo- 
dique. Cède limite, d'après ce qu'on vient de voir, est / ^ 

v_ ..... .,;./;^ 

iOP P ; < 

. {_ ^^ 40P— 1 • !' \^ 

iOP 

Or, ÏQP — 1 est un nombre composé du chiffre 9, répétéijsi 
fois ; par conséquent la valeur de la fraction périodique est égale à 
une fraction ordinaire quia pour numérateur la période^ et ponréénO" 
minateur un nombre composé d'autant de 9 qu'il y a de chiffrée dark 
cette période. .»!• 

C'est la règle donnée en arithmétique. " " *'! 

■ • \ * ' '"V ^^'^ \ 

< " '.y ''•■'■'>•. • 
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CHAPITRE VIII 

DES LOGARITHMES 

j;.. j • § I. Propriétés principales des logarithmes. , 

201. Considérons les deux progressions : 

, r , 2r , 3r , 4r , nr [1] 

dont la première ^tuneprogression arithmétique commençant paff 
'Jérà\èi laisecoiïdeest une progression géométriquecommençant par 
Ytmté.h&s termes de la première progressioa sont dits les^feïjwH 
rithmes des termes qui leur correspondent dans la seconde. : i 
Ainsi r est le logarithme de q , 2r est le logarithme de 
5f* , .... , nr est le logarithme de g". 

.^J(l est .importar^t dç remarquer que l'exposant de g, dans un 
tefme quelcoriqùé'de la progression géométrique, est égal aii mul- 
tiplicateur de- r , dan$ le terme correspondant de la progressioB 
arithmétique. 

,202.,0rd,inairement on suppose q plus grand que Tunîté; et 
ron peut poser 5^=1 -j-a. 

On' peut toujours prendre a assez petit pour que la différence entre 
deux termes consécutifs quelconques de Id progression géométrique soit 
plus petite que toute quantité donnée. 

Soit, en effet, d la différence entre deux termes consécutifs 
g" et g»+* de la progression géométrique ; on aura : 

d=q^+^—q^=q^(q — l) , 

ou; ■'-'• '• ■ ■i*=z:(I +«)'»« . : :;; *^ 

-ouOrvSi ron fait décroître a indéfiniment, (!+«)** tendi*a vers 
4^\0tt 1 ; et çc tendra vers zéro; le produit (l-^-a)»»» teindra 
donc lui-même vers zéro, et pourra par conséquent êtrerendu^lus 
petit que toute quantité donnée. 

203, Étant donné un nombre P ^entier ou fractionnaire^ mais 
plus grand que 1, on pourra toujours trouver dans la progression 
géométrique un terme (f qui diffère de P de moins d'une quantité 
donnée «T. 
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En premier {ieu, q étant plus (|;raiid que 1 , onaivu (IM)/ 
qu'on peut toujours prendre n assez grand pour que g" soit 
plus grand que tout nombre donné. Il suit de là qu'on pourra tou- 
jours trouver dans la progression géométrique un terme plus grand 
que P. Par • conséquent P tombera entre deux termes consé- 
cutifs qP et grH-* . 

La différence entre P et qP sera moindre que la différence 
entre g^* et ^; c'est-à-dire qu'on aura : 

P—q^<q^(q—l) , 
ou ' P — 5fP<(l+a)P« . . 

Mais, si n désigne le rang du dernier terme de la progression, 
on a vu q^u'on pouvait prendre a assez petit pour qu'on eût 

(l+a)«a<(? . 

A plus forte raison aura-t-on 

(l+«;p«<j , ■ 

puisque p est moindre que n . Donc enlin 

V—qP<â , ' _ ^ , 

c'est-à-dire que le terme q^ diffère de P de moins de ^ . i .^.^ 

204. Il suit de laque pr , qui est le logarithme de q^ , peut, 
être pris pour le logarithme de P. Ainsi, tout nombre entier ou, 
fractionnaire, mais plus grand que 1, peut être considéré comme! 
ayant pour logarithme un terme de la progression arithmétique. 
L'erreur commise sur le nombre donné sera moindre que la quan- 
tité. <r . 

208. On peut dès lors concevoir la possibilité de dresser une' 
table à deux colonnes, qui donne, en regard de tous les nombres 
entiers, depuis 1 jusqu'à un nombre N , les logarithmes de ces 
nombres. 

Pour cela on se donnera la limite ^ de l'erreur que Ton veut 
commettre sur les nombres. On déterminera ensuite a par !a re- 
lation 

«<| . (1] 

Puis on formera la progression 1, 1+a, (i+a)\ (l4-«)^"-- 
et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on parvienne à deux termes consé- 
cutifs (I -(-a)" et (i--|-a)"+* qui comprennent entre eux le nom- 
bre N , ce qui finira toujours par arriver (199). 

On aura alors (1^«)«<N . [^ 
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MdHipliam mcmbref à membre les ioégalités [1] ^ [2],» onobti^f t 

(l+«)«a<(r , • : 

Or, ie premier membre de cette dernière inégalité est la diffé-- 
rence entre les deux derniers termes • (!*-{-«)" et (14-*)'''^ de 
la progression ; donc la différence entre deux termes consécutif^ 
quelconques de cette progression sera moindre que ^ (203), 

Cela posé, on se donnera arbitrairement la raison r de la pr-Q-n 
pression arithmétique; et Ton calculera successivement ses termes, 
, r , 2r , 3r ,.... jusqu'à nr et (n-^^)r. On prendra enlin 
pour les logarithmes des nombres consécutifs 1,2, 3 .... N, 
les logarithmes des termes de la progression géométrique qui ap- 
prochent le plus de ces nombres. On aura ainsi les éléments de la 
table qu'il s'agissait de former. 

Une table pareille est ce que Ton appelle une table de logarithmes. 
Elle est, comme on va le voir, d'un grand secours pour abréger Ifes 
calculs, et môme pour rendre praticables des opérations qui ne le 
seraient pas sans cela. Ces avantages résultent des propriétés des 
logarithmes que nous allons faire connaître. 

206. L Le logarithme duproduit de plusieurs nombres plus grands 
que i est égal à ia sommé des logarithmes de oes^nombr^s.. 

Considérons d'abord un produit de deux facteurs P et Q . 
Ces nombres étant plus grands que 1 , peuvent être remplaoés 
par deux termes (l-f-a/ et (l+«)^ de la progression géomé- 
trique, qui en diffèrent de moins de telle quantité ^ qu'on peut 
s'être assignée à l'avance. Leur produit sera donc (l+a)'^^'. Or- 
les logarithmes dès deux facteurs sont pr e% qr, et leur somme' 
pr-^-qr ou (p+?)r est précisément le logarithme du produit. 
On peut donc écrire : , ^ ^ 

logPQ=logP+logQ , '^ 

en indiquant en général par les lettres log. mises devant un 
nombre, le logarithme de ce nombre. ' ' 

Le principe s'étend ensuite facilement à un produit d'autant de 
facteurs qu'on voudra, pourvu que chacun de ces facteurs soit pitis 
grand que l'unité. * 

' Soient, par exemple, les quatre facteurs a , 6 , , rf , on 
aura successivement : 

\ogabcd=^\oga-\-\ogbcd <,' 
\ogbcd=^logb'^logcd , • 

-lOgjtfdcrrlogC + logrf '. . 

Ajoutant membre à membre, et suppritnant les termes log ôcrf et 
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log £«^^<()ni«< se40outoDt<ator9 d^ns l^a deui;. men^bres, on x)bt^t: 
\ogabcd:=\oga-\-\ogb'^\ogC'\-\6gd . 

II. Le logarithme du quotient de deux nombres plus grands que i 
est égal au logarithme du dividmde moi\is le logarithme du diviseur. 
(On suppose le dividende plus grand que le diviseur.) 

Soienl, en effet, a le dividende, b le diviseur, et q le quo- 
tient; on aura, par la définition de la division, 

Dono-i. .ni .1 . { . . '. :loga=::logèg: , . ■ 

ou, puisque 6 et 9 sont chacun plus grands que l'unité, 

"I ' '' ' ' • 'logfl=log6-f Jog5^ , 
d'où!. j .: .. , log'4=loga — log* , ' 

ou log ^ = log a — log 6 , 

ce qu'il s'agissait de démontrer. 

IlL Le logarithme d\ine puissance d'un nombre plus grand que i 
est c^lrVàti logarithme de "ce nonibre, multiplia par r exposant de la 
puisMiV '^'l' -■"''''"■ '"i M • . ^ «1 : ' •, . 

Soit, par exemple, ^ , , ^. . ,, . 

' b=za^ , 

onptiÀîfWié»ii*e^6±:*io.'/^.À:'a.d. ' / " ' " ' ' 

Mais a étant plus gt^rid que i , il en'cst tfe mèwe de b\ on 
a donc, en vertu du principe I, 

log6=loga+loga+loga+logrt+loga , 

''•i-i J'-î '^- '■''-' ■ tog'6 = 5loga , ■ ■ 
ce ^Jïl'flfetriôfttfè? làii^rdpô^itiôn.' ' • 

iy.j,.LçJpgm^hm^,d\une racine d'un nombre plus grand que^ i, esf 
éga{a^yf(^f^çiptfi^me. 40 ce, nombre divisé par rindice de Ifi racine. 

R,Q^arguQa?,,d>bqrd, que. la racine d'un non^bre plus granfi 
que. ff e^f ^Up-méme plus grande que 1 ; car, si elle ét^il égale 
k rî^ii,i^',,ei» Vt^.l^YiânUune piuîssunce marquée par l'indice de la 
racine, on obtiendrait l'unité ; et si elle était moindre que l'unité^ 
en l'^ey^iit ^.pçjtte .ipa^piç puissance , on obtiendrait une quantité 
moindre qiie Tunité. 

Soi^!,,^QT^ç> .pç^r ç^emi^e, . . ; , . . 

on efi %|^V;r?i? ^r^ii'de Jj^défiijiitîoji même, de 1^, racine, . . .: 
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et, paf conséquent^ en vertH du principe. prét5édent^'etaltenKÎrt^(jiie :.»i 
b est plus grand que 1 , 

1 51ogi = loga , . ^ Ij 

l0gA = -f- , : . , , . :, 

ce qu'il s'agissait de démontrer. . . . ,. i . ,, 

207. Nous avons supposé jusqu'ici que les nombres considérés 
étaient tous plus grands que 1 ; mais on peut étendre les mêmes* M 
règles aux fractions. • .^ ... ;. , ^ .. 

Considérons une fraction quelconque ^ ; multiplions-la par 

un nombre N plus grand que 6, et soit P te produit, qui sera- ! 
plus grand que l'unité. On aura 

et, en vertu des. règles I et U éts^blies au n%pr^^4eut, ^\ apph; .. 
cables ici, puisque P, N, a et 6 sont plus grands que l'un^ité, ^ 

logP=:logN + loga — logé . ' ' ' ' 

On voit que la règle I se trouvera étendue au cas d'un multi- 
plicateur pltts petit que l'unité si Ton regarde 

loga— logfi ', ' ' " 

comme le logarithme de la fraction ^ ; c'est-à-dire si Ton appli- 
que au quotient de a par b la règle 11^ qui n'avait ^tèé);ahliç, , 
que poijr le c^s où a surpassait b . 

Mais, b étant plus grand qtte a , !og 6 est plus grand -qu^' 
log a, et Tèxpressîon' Moga— logfc est négative et revient a 
— (logfr-^logfl). Ainsi, le logarithme d'une quantité moindre que' 
l'unité est négatif; et la règle I pourra être étendue auiquah- ' ' 
tités fractionnaires, pourvu qu*on entende par l'addition des loga- ' 
rithmes des facteurs une addition algébrique. 

On étendrait de même le principe I au das où les deux facteùt^ ' 
seraient moindres que l'unité. ...... 

Le principe I se trouvant établi pour deux facteurs quelcbnt[uîes,'" 
plus grands ou plus petits que 1 , on retendrait comme plus 
haut (206) au cas d'un produit d'autant de facteurs qu'on voudra, 

Les principes II, III et IV s'en déduiraient ensuite comme' èSi ' 
n^ 206. 
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On peut donc dire d'une manière générale : 

I. Lé logarithme d* un produit est égal à la somme des logarithmes éé' 
ses-facteurs. 

II. Le logarithme d'un quotient est égafd la différence entre le loga- 
rithme du dividende et le logarithme du diviseur. 

III. Le logarithme d* une puissance d'une quantité est égal au loga- 
rithme de cette quantité multiplié par Vexposant de la puissance, 

^ly. Le logarithme d'une racine d'une quantitéest égal au logarithme 
dé cette quantité divisé par V indice de ta racine, 

'En vertu deces principes, l'usage d'une table de logarithmes per- 
met de ramener la multiplication à une addition, la division à une 
soustraction, la formation d'une puissance à une multiplication, 
e6t'exti^4iclion d'une radne ùune division. Nous verrous bienUlt les 
applications principales de ce mode de calcul. 

208. On a vu (205) qu'en se donnant la limite d'une table de 
logarithmes et le degré d'approximation qu'on vent atteindre, on 
peut déterminer îa raiison *-f a de la progression: géométrique, 
et le nombre n de ses termes; mais la raison r.de la. progres- 
sion arithmétique demeure arbitraire. Il y a donc une infinité de 
systèmes de logarithmes. ' ' - 

On pose ordinairement * ' 

et le rapport m est ce que l'on appelle le module du syst^made 
logarithme>. 

La 6fi»e d'un système de logarithmes est le nombre qui, dans ce 
système, a pour logarithme l'unité. En appelant h cette hase, oji 
a donc à là fois \ .> 

6=(l-^-a)* etaTr:=l'ou xmoL^=\ , 

d'où h^^{\'^«)'^^ .^ 

^ I^ans tout. système de logarithmes,, le logapithme de l'unité est 
zéro, et le logarithme de la base est 1. Si, comme cela a lieu 
d'ordinaire, a est positif et que, par conséquent, la raison de la 
progression géométrique soit plus grande que 1 , les logarithmes 
des nombres pins grands que 1 sont positifs et d'autant pliK 
grands que ces nombres sont plus grands ; le logarithme de^.l'.iDiiDi 
positif est l'infini positif. Les logarithmes des nombres moindres 
que 1 sont négatifs, ,et d'autant plus grands en valeur absolue, qi^e 
ces nombres sont plus petits ; le logarithme de zéro est l'iafini né- 
gatif.. ... ., . V. . . \ \\. , ■■ 

209. Le système de logarithmes le plus usité est celui doiîtlia 
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base est 10 . On donne, aïjx logari)Lbmes (Je ce système, lepom ^e 
lo0àthfa^v,utga%rej^.jh ont été cî^lculés, par d^s paéthodes qi^i ne 
peuvent être indiquées ici, sous forme décimale et à moins d une 
dej»ir*uBUè.<}u 7® ordre. Ik se composent d^une partie entière 
qu'on appelle la caractéristique^ et d'une partie décimale formée 
de 7 chiffres. ,. 

Les logarithmes des nombres plus grands que 1 sont positifs, 
ainsi qu'on l'a vu plus haut. 

Le logarithme dum puissance quelconque de 10 est t exposant 
même de cette puissance. Car on a, en vertu du principe IV du 
n^206. 

Iogl0»=nlogl0 . 

Or, puisque la base eet 10 , le logarithme de tO est 1 ; il 
reste donc 

loglO"=n ; 

ainsi les nombres : . 

10 , 100 , 1000 , 10000 , 400000 , etc. 

ont respectivement pour logarithmes 

1,2,3,4,5, etc. 

Les logarithmes des quantités moindres que 1 sont négatifs ; 
mais ces derniers ne figurent point dans les tables ; on en verra 
bientôt la raison. 

Au lieu d'employer des logarilhfties entièrement négatifs, on 
préfère employer des logarithmes dont la caractéristique seule. est 
négati're ; ôes logarithmes se convertissent facilementl^s ansdans 
lesautreè. • ^ 

Soit, par exemple, un logarithme entièrement négatif 

; --2J364S08 . 

Ce logarithme revient à 

_a_0,7364508 . 

Si on y ajoute + * et —1 , ce qui ne changera [ias sa valeur, 
ott pourra Técrire 

— 2— 1+1 — 0,7364508 , 

ou —3+0,2635492 , ou enfin 3,2635492 . 

On met ainsi le signe — au-dessus de la caractéristique pour 
indiquer qu'il ne porte que sur elle et n'affecte pas la partie dé- 
cimale. 

Pour retrancher 0,7363508 de 1 , on sait qu'il n'y a qu'à re- 
trancher le premier chiffre significatif à droite de 10 , et tous les 
autres de 9 . On voit donc que : pour convertir un logarithme, ^n^ 
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fièrement ^9Çtif. ^^. t<w logarithme dpnt la çaract&istique seule soit 
négative, Ûpm^ augmentée' U valeur ^absMue'^d^ in mhaihéristique 
d'une unitéiimoUnê'de'Mgne — au-MstàM.ûÈ simàtraiw^chàque déd- 
maie de 9 ^^^ f^ M^f^f: ^ gauche idroffe, .j^auffff, ^4errf,ift:f^ décimale 
significative aiie l oh soustrait de 10 *. ♦ 

Ainsi —1,7398405; — O.Ol67739; — ^,86o4231 j, 
reviennent à 

Réciproquement : pour convertir un logarithme^ dont lac^fi^çffa 
ristique seule est négative, en un logarithme entièrement négatif, u 
fanX\^s^K^iminmr^ik vàhur^abêotm^^ ^ U\f!àràetéristi^ sA'miô' ànUé, 
;^i?Mr»* /^'%tié 44. ^ ifev^Mi^ s'^i^l^ s0é9tr9ire4ihàçHe\âédiimte )d»'^\\^^é9i 
allant de gauche à droite, sauf la dernière décimah' signifècc^ 

-"^^iOÂ-^^peai Tepneiidre, oooiiiie'exlenpleSiieè'ilogeiPitiiimè^ ëti^to^'c^ 

210. Dans le système dont la base est jlQ.fi.,)^ îJ , .,in,ji- ijj .i , 
^>iS}Tf^ (jfi ^r^ffmlieo^ qup^^.m^^^ 

<M.|iii'»-.) j>j -i^. .|0f pXitOV'^niognHlrtmilogèOlW-ij,::»,'! a ^ïii^<niH 

çttBt^idine (pseile^iogiirUhiifee de n;Me8tiaagniefiitèda iWHaitee^en^i 
tier m ; la partie- dédui^te est doii6 niai nitaia; ilt^cu^aeti^Fiétifiiè 
sBuleîffichbi^.etcohlient mi unités» dei'plus|.'i';.;'^ i . ) -^li •) 
. Par >ex6iitplei, le nombre <^ ayant poàr kïgaritbtiie OjâOlOSpOg 

^.x.vu. •^-fei6gà^îthm'é-(ïe'"^' :^20-^éerà ligOI^O^OO'";^'^^'"'''^^ "*=' 

le logarithme aé " ^^^200\'\l X^QÏW V"'} ' " " ' 
''^^l'''^'^^"ïè^6gdWtKiiïedte ^ iOOO ^ "^'X^OIOSOG' v ' "' ^ . 

le logarithme de 20000 4\30riO300'V ^"' '^■^^ 

él^iai2i6i\d<^iSu%te.-^'> "«^ A ■'•»'' "^^ •'^^^'''■' ^^'v.'"' ''''^' "'-^vm^m v&w w, -> vA 11 

^fM'M'fif Mftftfi; l§ JiÇ&^pitl^pa^ 4a. « iÇ^t. silinpiaipeyftt (;â«ffi6|9l& 
décimale ne changera pas. 
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Ainsi le logarithme de 2 étant 0,30|0300 , 

» Itflogajriltaanelfe Ov02 ^v-2,30«0300H *^^^ '^^'^ ^^ 

etamsidesuile. MnMnn./rn 

211. La'O^rtkicitariàtiqaeclatlQ^ilftnie d'ua'A)9UL6»^jkeut s'ob- 
tenir sans le secours des tables, et il est important de s'exercer à, la 

s^LNla (Uir'licl^>(49(i0 dii^/(^^i(Mid tf.'viai>n<M»(r<f ififct«»a/^iu 

fm\ifif^i^8^u1%,. ^ 'Av^\< \<\^ «.A \s'v./. .-.^-.'.v'» V *^'u\'^ sV \sv\A\u 
&)it, par exemple, le nombre 2369,7^1 Jcevnombre^iiyan^ 
4ichiffre$ à l&i$Qrli^aiUi4r&, ^ç«ilx>gatrîidime,dabft pqor eapcfctâds- 
lique 3 . Car, le nombre propcTsé est compris entre lOûO-^eb 
lûOOO, son logarithme est donc compris entre 3 et 4,: sa.ija- 
ractéristiaueestdona; ' "' '^ ; ^ 1:*^^. m. i.-/^ ,1 .n.(î Ifl^ 

"GéaêVatak^^^^éUWôsdhs^^^ '^ rMV\ie 

etftim^lë^tfôni^Bfe àMMI Vèrà tlMpHs eHére^O^^^^éî (O'J^ 
logarithme sera donc compris entre le logarithme de Itff^* '^'ui^ 
est précisément m—l , et le logarithme de l'0^'(iitï''c!si^4w. 
Puisqae le logaritHtio duc nombre dét^hhat pro[)osé est compris 
entre m — 1 et m, il se çoipposj^^jde ^— r* unités et d*uijÇj 
partie décimale. Sa caractéristique est donc wi — 1 , et se compose 
p&FCOflbéG^ntd^ftHtaQftidimitls qta'il y )a.de 4hiffpefi[^ fadin^taiiy' 
dftD$la;par>tfle>eiiftièrQ]d4iindmbrel déeim.ai<>dodiié i > > u\ loii 

Cette règle s'appliqua {aiilea^ oui ila> partie» déoimailjçddiDombre: 
pttii|tôlêiiSt<liiiAiily û'efitHà'^diirf m cas ^d lé jiombile|itqposéj€«t 'en- 
tier. La caract^i^tffmf, ii^ log^ai^itfyme d'un, ^pofki^^r^tkfp 4p^c autant 
tunités çwô c^ ^pi^l^^fy -M^ cUffiç^y moinsjt^n^] i,, ., ,j ;^| 

Ainsi le noHjj^rjai 31*^0752 ^y^^^ 8 çî^Urps^vM C^r2\çtéristique 
deson logaritH»^'^^^..;':^;. 1,^001 .i. vrlii- : a vA 

IL La caractéristique du logarithme d'une fraction'ié»m!ah^estnt% 
gative^ et égale au nombre qui exprime le rang 'du^fHâmieiifckifffé^i' 
gnificatif après la virgule. 

Soit, par exemple, la ^fractietl- 0,QQ88B(7. En transportant la 
virgule après le chiffre 5 , ce qui donne 5,397, on multiplie 
pttt^ifO^ bW^VO^^'-^'ià iJarti# d4fciAàli'^d«-'li)gâHtliiile é^Mmé^ 
donc pas, et la caractéristique seule augmente de 3 unités. Sbi^ 
W^^ l^nlÈr^%^7 'a*ri^' éfefèifiiV^H^lifï^ -^Wffi^tf 'fel«^ t)*ttife%n; 
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tière, la caractéristique de son logarithme est ^^a. Celle de la fràè- 
tion proposée quia 3 unités de moins sera donc 3 . 

Généralement : supposons que le premier chiffre significatif s^il 
le !»**■" après la virgule. Transportons la virgule après ce pre- 
mier chiffre «ignificatif, ce qui revient à multiplier la fraictton^)ro- 
posée par 10"* ; la partie décimale de son logarithme n'aura pas 
changd; la caractéristique seule aura augmenté de m unités. 
Mais fe nombre décimal ainri obtenu ayant un chiffre à la partie 
entière, la caractéristique de son logarithme sera zéro. Celle delà 
rractio^ proposée, qui a m unités de moins, sera donc m . 

Si Ton faisait usage d'un logarithme entièrement négatif, lacarac- 
térîstique aurait une unité demoins(2Q9), et serait par conséquent 
égale au nombre des zéros compris entre la virgule et le premier 
chiffre significatif. li. : 

Remarque. Réciproquement : si un logarithme est positif e,l^ m 
unités à sa caractéristique, ce logarithme est celui d'un nombre pfès 
grand que 1 > et qui, mi? sous forme décimalq, a m-f-f ^liîî- 
. Ires à la partie entière. / ... .s, 

Si ua logarithme, a une ■ caracté^-jstique seules négatiye.w^ „ .il 
appartient à une fraction décimale dont le premjex.^ûiTfie signifi- 
catif occupe le w**"* rang après la vij:gule» . i •- » 1 

Si un logarithme entièrement négatif a m unités à sa caracté- 
ristique, il appartient à une fraction décimale dans laquelle il y a 
m zéros entre la virgule et le premier dbiiffre significatif; . ? : 

§ II. De ru8age des tables de logarithmes. *^ 

812. L'usage des tables de logarithmes se réduit à la résolution 
de ces deux problèmes : l** Étant donné un nombre , trouver son lo- 
^(frithme ; 2* étant dotméum logarithme , trouver le nombre auquelM 
correspond, » , ; 

Nous allons nous occuper de ces deux problèmes, eu supposant 
que le lecteur ait entre les mains, d'abord les tables de Dëlala^dh;, 
en second lieu le5 tables de Gallet. . . 

Usage des Tables de Delà LANDB; '' • *-** 

213. Ces taWe« -sont disposées sur trois colonnes : La- preffiière, 
intitulée Nomb.^ contient les nombres entiers, depuis CT jus- 
qu'à lOÔOÔ. La 'Seconde, rntilulée Logeant, contient tels loga- 
rithmes dé ce^ nombres, calculés avec 7 décimales; La tfol^i*^e 
ri'estïetfïpHeqU'u partir du nombres 990; erie est- itïtltWé<è-lh^., 
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et contient le& différences ^tre les logarithme? consécutifs^ .Çp& 
différences expriment des unités du 7^ ordre décimal : mais on n'çn 
amis que la valeur absolue, afin de tenir moins de place. Olji lies 
désigne sous le nom de différences tabulaires, 

214, Premier prorième. Étant donné un nombre^ trouDtf sm^ç- 



La résolution de ce problème se" compose de deux parties, : 

1° Trouver la caractéristique du logarithme demandé; 3? froupsr 
la partie décimale, > . .. . 

1® D'après les règles établies au n* 2iij, si le nombre proposé 
est entier^ la caractéristique de son logarithme sera, posiliye et 
composép d'autant d'unités qu'il j a de chiffres., moips un^ àap^ce 
Donibre, ...... 

Si le nombre proposé est décimal et plus grand que i , la ca- 
ractéristique de son logarithme sera positive et composée d'aji^lant 
d'unités qu'il y a de chiffres, moins un, à la partie entière de ce 
nombre. » ' ; ,' 

Si le noihbre proposé est une fraction décimale, la taractéristtqîjie 
de son logarithme sera négative et composée d'autant d'unités qd'il 
y en a dans le nombre qui exprime le rang du piiettkier éhlfffe si- 
gbificatif après la virgule. ' ' 

Par exemple : si le nombre est 

42367, ou 423,67, ou 0,00423,67.^ .. 
la caractéristique du logarithme correspondant ^ra ^ 

4 , ou 2 , ou 3 . 

2** Pour trouver la partie décimale du logai^îthme demandé; il 
faut distinguer deux cas. 

" Sî le nombre proposé li'at pas plus de 4 chiffres doriséèhtifs 
(tattt à la partie entière qu'à la partie décimale)^ on chertAetale 
nombre entier formé par ces 4 chiffres dans la colonne intitule 
Nomb. On trouvera à côté, dans la colonne intitulée Lagàrit:;an 
logarithme qui aura la partie décimale demandée (210). 

Soit, par exemple, le nombre 4,236; on cherchera' 4286 
dans la colonne des nombres ; 'on trouvera à côté, dans la colotine 
des logarithmes, un logarithme qui a pour partie décimale, 
6269560. Et comme la caractéristique du logarithme cherché doit 
étre^ero, puisque le nombre proposé n'a qu'un chiffre à la partie 
entière, le Jogaritlmxe de ce nombre sera 0,6269560 .. , j. ^ ^ 
^ Si le nombre proposé a plus de 4 chiffres consécutifs, on coiû- 
flaencera par séparer, au moyen d'une virgule, le^ 4. .premiers 
chiffres à gauche. S'il s'agit, par exemple^ in aojmbre 42367,, ,pn 
fltôUra une virgule a|îrè$:le 'Chiffre 6. S'il s'agitdiu nQimb,re42,3!57 
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oa da nombre 0,042367 , on transportera la virgule après le 
chiffre 6 ; on obtiendra ainsi un nombre décimal 4236,7 àyaat 
4 chiffres à sa partie entière. 

On cherchera cette partie entière dans la colonne des nombres; 
on prendra, dans la colonne des logarithmes, la partie décimale du 
logarithme correspondant, c'est-à-dire, 6269560 . 

On prendra ensuite, dans la colonne des différences, là diffé- 
rence 1025 entre ce logarithme et le suivant. On multipliera 
celte différence par la partie décimale 0,7 qui suit la partie en- 
tière du nombre décimal. On trouvera pour prodiiit 717,5 . On 
ajoutera la partie entière de ce produit, considérée comme expri- 
mant des unités du V ordre décimal, à la partie décimale trouvée 
dans la table : 

,6269560 
717 

,6270277 

et Ton obtiendra la partie décimale ,6270277 du logarithme 
cherché. 

Si le nombre proposé est 42367 son log. sera donc 4,6270277 

Si 42,367 j[,6270277 

Si 0,042367 2,6270277 
et ainsi de suite. 

Voici maintenant l'explication du procédé que nous venons de 
suivre. 

La différence entre le logarithme de 4236 et le logarithme 
de 4237 est 1025 unités du V ordre ; mais, en jetant les yeux 
sur la table, on voit que la différence entre le logarithme de 4237 
et celui de 4238 est encore 1025 . On en conclut que, dans 
cette partie de la table, les différences entre les logarithmes sont 
proportionnelles aux différences entre les nombres, du moins au 
degré d'approximation delà table. On peut donc poser cette pro- 
portion : 

Si pour 4 unité de différence entre les nombres 4236 et 
4237 , il y a 1025 dix-millionièmes de différence entre leurs lo- 
garithmes, combien pour 0,7 de différence entre 4236 et4236,7 
y aura-t-il de différence entre leurs logarithmes ; ou 

1 : 1025=0,7 :ap ; d'où a?= 1025 X 0,7=747,5 * 

La quantité x exprime des unités de même ordre, que.. i02S , 
c'est-à-dire dès dix-millonièmes; il faut donc ajouter sa"; jpdCîfe en- 
tière 771 aux dix-millionièmes de la partie décimale, 62^^60 
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DES LOGARITHMES. 191 

-, >i • A ".■'-.« n 1 il ijli i;u 

du l9garU|;ïme de 4^36.?. ppuji; .o^)^fi^ir cell^ d» .Jioganl^wfti^e- 
mandé. . , , , j ..•.!.!i i 

Il n!arriv^; pap toujours s^m que dei^x différ^c^e* .labulaires 
coQ$écutiyçs;Soiçot ég;^^^; xam ellesne dUfèrenyanie^ieitqii&f ^n 
très-petit nomhre d'unités^ môm^ dan& l6.G9ior9.^ceiment>4ôi la 
tail;)Iei où. elles sont pjlus grandes; ilest dooc.toujeiujraiPjerjptis de 
po^er approi?(iaiatiyement la proportion, sur laq'Uelte^. 36 foiM^i ie 
procédé que nous venons d'indiquer. , , ...» .j. ..i ,> 

215. Second problème. Etant dom^éun hgçi^Uhïfip^ .irom^^f;, le 
nombre auquel il correspond» ... . -. x .ij.iii. . .j î,î,;n! 

Ce problème se divise aussi en deux parties : 1° Tr^nrenle^^^f" 
fres consécutifs dont le nombre cherché se compose ; 2** trouver l'ordre 
d'unités que doit exprimer le premier de ces chiffres, 

1" Pour trouver les chiffrés consécutifs du nombre cherché, il 
faut distinguer deux cas : - ' •'• 

!i$i la^partie âéË[ima:Ief du logarithme donpô-feejttymTt} dans la)ia- 
ble, on trouvera en regard les 4 chiffres dont le nombre dièrcfcè>se 
<î(HBpoj5^ ; par c'qst toujoMr$ parmj }«s,log^rithïjips.d^.$înf)ïj}bife^e 
.4 chiffras qu'il faut chercher cette partie décimale, afin de pjtjjii- 
ràtt; du' besoin, faire usage des différences tabulaires. ^ 

-'Sr;'^âr exemple, la partie 'dédmilê donnée est 6269560 , ' on 
trouvera 4236 pour les 4 chiffres du nombre dertlrirtdii 'Ott^atira 



alors e^ara a la caracie 


"S"<ï»e : ^ .r,.'.,.;-;.i. r.../ 


Si la caractéristique çst 

Si" •■• 

Si 


3 , le nombre demandé sera , 0,004^36 

2, , . ■ . ..;' ; mm 

1 , .... ,0,4236. 


Si 


, .. . -■■ ; 4,236 


Si - 

Si 

Si 


1 , 42,36'' 

'2 , .•.•.' ■■ 42â,6 '■'•'• 

3,' ' ' '■' ■ ■ 423é. ': '; 


Si. 
Si 


4, M360; ', ' 
5 , ;Mft23600 ::.U 


et ainsi de suUe. 


■ .' . • . .• ■ ■. . \- 1. .■ 



2® Si la partie décimale du logarithme donné ne se. trouve pas 
dans la- table, elle tomWk entre celles des lôgarithtb'es'de deux 
ttQ^ifbres consécutifs. Par exemple, si .la.pariie décim^j^ç donp^e 
èsl 6(270277, elle.tombera eptrç celles deM^g^^rilfïiç.^ d^sinoiftlv^s 
■Jl??^., et',. 4237,, ■' ;' !.. /.i. .. :. ir-'/î i 

On retranchera de la partie décimale du logarithme donné celle 
Alg. s. 13 
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du logarithme du plus petit de ces deux nombres, savoir: 
6269560 . On obtiendra un reste 717 . 

On divisera ce reste par la différence tabulaire 1025 entre les 
logarithmes des deux nombres consécutifs; on pourra pousser le 
quotient jusqu'aux centièmes; on trouvera ainsi 0,69 ou 0,70 , 
en remarquant que le chiffre suivant serait encore un 9. 

On mettra les chiffres du quotient obtenu à la droite de ceux du 
plus petit des deux nombres consécutifs, ce qui donnera &23670, 
ou simplement 42367 pour les chiffres consécutifs du nombre 
demandé. 

On aura alors égard à la caractéristique du logarithme donné. 
Par exemple, 

Si la caractéristique est 2 , le nombre demandé sera 0,042367 

Si , 4,2367 

Si 3 , 4236,7 

SI ^ 6 , 4236700 

et ainsi de suite. 

L'explicatipn de ce procédé est la même que dans le premier pro- 
blème. En admettant que les différences entre les logarithmes sont 
proportionnelles aux différences entre les nombres, on pourra po- 
ser la proportion : 

Si, pour 1025 dix-millionièmes de différence entre les loga- 
rithmes des nombres consécutifs 4236 et 4237 il y a 1 unité 
de différence entre ces nombres, combien, pour 717 dix-millio- 
nièmes de différence entre le logarithme donné et celui de 4236, 
y aura-t-il de différence entre ces nombres? ou 

1025: 1=717 :y; d'où y==]^=0,699.... ou 0,7 . 

Cette valeur de y sera donc ce qu'il faut ajouter au nombre 
4236. On aura ainsi 4236,7, ou simplement 42367, puisqu'on 
ne s'occupe ici que de la succession de ces chiffres, et que leur va- 
leur relative doit être déterminée par la caractéristique du loga- 
rithme donné. 

Remarque. Si le logarithme donné était entièrement négatif, il 
faudrait le changer en un autre dont la caractéristique seule fût 
iiégative. (Voy. le n« 200.) 

!• Usege des Tables de Gallet. 

aie. Nous supposons, pour la clarté des explications qui vont 
suivre, que lé lecteur a les tables à la main. 
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De à 1200 , ces tables sont disposées sur deux colonqes,; 
l'une intitulée N contient les nombres, l'autre intitulée Log^ 
contient la partie décimale des logarithmes de ces nombres,. cha- 
cune placée en regard du nombre auquel elle correspond. . 

A partir de 1200 la disposition est plus compIiquëe..Le& deux 
premières colonnes n'ont point rapport à l'objet qui nous occupe. 
La troisième intitulée N , contient les nombres depuis 1200 
jusqu'à 10800; mais il faut considérer ces nombres comme. ^Xt 
primant des dizaines. Le chiffre des unités se troure écrit au haut 
de la page, comme titre de .l'une des dix colonnes qui suiv/ent^ 

Dans la colonne intitulée 0, on trouve la partie décimale des 
logarithmes des nombres inscrits dans la /colonne intitulée NI 
Cette partie décimale est donnée avec 7 chiffres jusqu'au nombre 
10000 de la colonne N, et avec 8 chiffres au delà. Les trois pre- 
miers chiffres, qui sont communs à plusieurs logarithmes consécu- 
tifs, ne sont inscrits qu'une seule fois, et sont laissés en blanc taiH 
qu'ils ne changent pas ; il en est même ainsi pour les 4 premiers 
chiffres, dès que la partie décimale en a 8. 

Dans les colonnes intitulées 1,2, 3.... 9, on trouve en 
regard de chaque nombre de la colonne N quatre chiffres, 'ces 
chiffres sont destinés à remplacer les quatre derniers chiffres delà 
partie décimale du logarithme de ce nombre, lorsqu'on le considère 
comme exprimant des dizaines, et que le chiffre des unités est le 
chiffre placé en tête de la colonne verticale dont il s'agit. Nous re- 
viendrons sur ce sujet. 

Enfin, dans une dernière colonne intitulée dif. , on trouve les 
différences entre les logarithmes consécutifs, c'est-à-dire entre les 
groupes de 4 chiiîres placés sur une même ligne horizontale dans 
les 10 colonnes successives intitulées , 1 , 2.... 9 , ou entre 
le groupe q[ui termine une ligne horizontale et celui qui com- 
mence la suivante. Chaque différence, ordinairement commune à 
un grand nombre de logarithmes successifs, n'est écrite qu'une 
fois. Au-dessous de cette différence se trouve un joetit tableau à 
2 colonnes, dont l'une contient les chiffres 1, z\ 3.... 9, et 
dont l'autre donne, en regard de ces chiffres, les produits de la 
différence dont il s'agit par 0,1 , par 0,2 , par 0,3 , etc.... ; 
enfin par 0,9 . i 

Dans le commencement de la table, ces différences et cestableaux 
étant souvent très-multipliés, on les trouve placés eux-mêmes sur 
deux colonnes; mais il est facile de reconnaître à quelle partie de 
la table, ou plutôt de la page, chacun de ces tableaux correspond. 

Remarque. En jetant les yeux sur la table, on remarquera ^e 
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temps à autre une interruption dans la série des groupes de 4 chif- 
fres qui se succèdent sur une môme ligne horizontale, dans les co- 
lonnes 0, I , 2,.... 9. Après un certain nombre de ces groupes, 
la ligne se continue en blanc, et les groupes suivants se trouvent 
une ligne plus bas, et sont précédés à leur tour d'un espace blanc. 
Gela tient à ce que les 3 premiers chiffres de la partie dëcimaieont 
changé; lesgroapes qui précèdent l'interruption correspondent à 
la première valeur de ces 3 premiers chiffres, et les groupes qui 
suivent Tinterruption correspondent à la valeursuivante deces trois 
chiffres. Cette nouvelle valeur se trouve en effet placée sur la même 
ligne que la seconde série de groupes, en avant du blanc qui les 
précède. 

Enfin, pour faciliter les recherches, on a placé en tête de chaque 
page les 3 premiers chiffres du premier nombre écrit dans la co- 
lonne N et les 3 premiers chiffres du premier logarithme écrit 
dans la colonne 0. Les uns sont précédés d'un N, et les autres 
d'un L. 

Pour de plus amples renseignements, on pourrait recourir au 
Précis élémentaire sur l'explication des logarithmesy etc. ^qae l'auteur 
a mis en télé de ses tables. Maisce qui précède suffit pour résoudre 
les deux problèmes dont nous avons à nous occuper. 

217. Premier problème. Un nombre étant donnée trouver son 
logarithme. 

La caractéristique s'obtiendra d'abord par les règles du n° 211. 

Pour obtenir la partie décimale, on fera abstraction de la vir- 
gule, s'il y en a une, dans le nombre proposé, et l'on ne considé- 
rera que la suite de ses chiffres. Supposons d'abord qu'il n'y en ait 
pas plus de cinq, par exemple, 56274 . On cherchera dans la 
colonne N le nombre 5627 formé par les quatre premiers 
chiffres à gauche. On trouvera dans la colonne et à gauche dans 
cette colonne,, les trois premiers chiffres 750 de la partie déci- 
male cherchée. On suivra ensuite la ligne horizontale où se trouve 
le nombre 5627; et, dans la colonne verticale. qui a pour titre le 
cinquième chiffre 4 du nombre proposé , on trouvera quatre 
chiffres 3078 que l'on écrira à la suite des trois premiers 570 
pour former la partie décimale du logarithme cherché 7503078. 

Si le nombre proposé a un sixième chiffre, s'il s'agit, par exem- 
ple^ de 562743, on cherchera ce sixième chiflre 3 dans la co- 
lonne de gauche du petit tableau placé au-dessous de la différence 
tabulaire 78 ; et en regard, dans la colonne de droite, on trou- 
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vera un nombre 23 qu'il faudra ajouter aux dix-millionièmes de 
la partie décimale déjà obtenue 

7503078 
23 



ce qui donnera 7503101 

Sile ndmbre proposé avait un septième chiffre, s'il s'agissait, 
par exemple, du nombre 5627438 , on chercherait ce septième 
chiffre 8 dans la colonne de gauche du même petit tableau, et 
l'on trouverait en regard dans la colonnede droite le nombre 62; 
mais, au lieu de l'ajouter aux dix-millionièmes de la partiedécimale,' 
déjà obtenue, il faudrait l'écrire un rang plus loin, de manièro 
que le chiffre 2 fût au rang des cent-millionièmes, ce qui rçvifnt 
à diviser 62 par 10 avant de l'ajouter aux dix-millionièmes ; on 
formerait ainsi le tableau suivant: 

7503078 
23 
62 



et en additionnant on aurait '7303107 
pour la partie décimale demandée. 

(On ne tient pas compte du chiflVe 2 écrit au huitième rang, 
nous ne l'avons écrit que pour la clarté des explications.) 

Si le nombre proposé avait un huitième chiffre, on le cherche- 
rait de même dansie petit tableau des différences proportionnelles, 
et l'on prendrait le nombre placé en regard ; mais il faudrait le 
diviser par 100 avant de l'ajouter aux dix-millionièmes de 'la 
partie décimale, déjà obtenue. 

Les chiffres au delà du huitième seraient sans influence sensible 
sur les sept premiers chiffres de la partie décimale demandée. 

Pour compléter le logarithme cherche, il n'y aurait plus qu'à 
écrire sa caractéristique. 

Si le nombre proposé était 562743800 son log. serait 8,7503107 
Si • 5627,438 3,7503107: 

Si 5,627438 0,7503107 

Si 0,05627438 2,7503107 

et ainsi de suite. ' 

Remarque. L'usage du petit tableau placé au-dessous de la diffé- 
rence tabulaire, et que l'on nomme tableau des di/fémices propor- 
tionnelles, est fondé sur Thypothcse que les différences entre les 
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togaritbmes sont Êensiblement proportionnelles aux différences 
entre les nombres ; ou que Ton peut dire : Si, pour 1 unité ajou- 
tée au nombre, il faut ajouter, par exemple, 78 dix-millionièmes 
à son logarithme , 

pour 0, 1 ajouté au nombre, il faudra ajouter 78 X 0, 1 dix-mlUionièmes à son log. 

. 0,2 78x0,2 

: 0,3 78x0,3 

etc. etc. 

0,01 78x0,01 

. 0,02 78x0,02 

etc. etc. 

Pour justifiercette hypothèse, il sufHtde remarquer que la même 
différence tabulaire 78 est commune à plusieurs couples de loga- 
rithmes consécutifs ; en sorte que, dans cette partie de la table, 

le nombre augmentant de 1 , son log. augmente de 1 fois 78 dix-millionièmes : 

2 , 2fois78 

3 , 3fois78 

et ainsi de suite; ou, en d'autres termes, que les différences entre 
les logarithmes sont proportionnelles aux différences entre les nom- 
bres, du moins au degré d'approximation des tables ; ce qui suffit 
pour rendre raison du procédé indiqué ci-dessus. 

218. SECOND PROBLÈME. Étant donué UH logarithme, trouver le 
nombre correspondant. 

On cherchera d'abord les chiffres consécutifs du nombre de- 
mandé; on déterminera ensuite, d'après la caractéristique du lo- 
garithme donné, l'ordre d'unités que doit exprimer le premier' de 
ces chiffres. 

1* Supposons, pour fixer les idées, que la partie décimale du 
logarithme donné soit 7503107. 

On cherchera les trois premiers chiffres 750 dans la colonne 0, 
et, à gauche dans la colonne N, on trouvera les quatre premiers 
chiffres 5627 du nombre cherché ; on cherchera ensuite les quatre 
chiffres suivants 3107 parmi les groupes de quatre chiffres- des- 
tinés à compléter les logarithmes qui commencent par 750 . Celui 
de ces divers groupes qui approche le plus, par défaut, de 3107 
est 3078 .Ce groupe correspond à la ligne horizontale oà se 
trouve, dans la colonne N , le nombre 5627 , et à la colonne 
verticale qui a pour titre 4 ; on en conclura que les cinq premiers 
chiffres du Nombre demandé sont 56274 . 

On retranchera 3078 de 3107 , ce qui donne pour reste 29 . 
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On cherchera dans la colonne de droite du petit tableau des diffé^ 
rences, ce reste 29 . Lé nombre qui en approche le plus, par 
défaut, est 23 ; en regard de 23 , dans la colonne de gauche 
du même tableau, se trouve lechiiïre 3; ce sera le sixième chiffre 
du nombre demandé, dont les six premiers chiffres sont consé- 
quemment 562743. 

Pour avoir le septième, on retranchera 23 de 29, '^' qui 
donne pour reste 6; on multipliera ce nombre par 10, ce qui 
donne 60; et l'on cherchera de nouveau ce nombre dans la co- 
lonne de droite du petit tableau des différences proportiouneUes. 
Le nombre qui en approche le plus est 62 , qui correspond au 
chiffre 8 ; les sept premiers chiffres du nombre demandé sont 
donc 5627438. 

Pour obtenir ce dernier chiffre, on prend, comme on voit, dfins 
le petit tableau le nombre qui approche le plus de celui qu'on y 
cherche, que ce soit d'ailleurs par excès ou par défaut. Il faudrait 
le prendre par défaut si l'on se proposait de trouver le huitième 
chiffre du nombre cherché; mais on ne pourrait pas compter sur 
son exactitude ; il peut même arriver que le septième ne soit appro- 
ché qu'à une unité près, par défaut ou par excès. 

2® Lorsqu'on a trouvé les chiffres consécutifs dont se compose le 
nombre cherché, on a égard à la caractéristique du logarithme 
donné pour déterminer Tordre d'unités que doit exprimer le pre- 
mier de ces chiffres. 

Dans Texemple qui précède. 

Si la caractéristique était 8 , le nombre demandé serait 5627 43800 
Si 3 , 5627,438 

Si 0, 5,627438 

Si 2, 0,05627438 

et ainsi de suite. 

Remarque. L'usage du tableau des différences proportionnelles 
est fondé sur la même hypothèse que dans le problème précédent. 
On voit en outre que cet usage est inverse dans les deux problèmes. 

§ m. Des calculs par logarithmes. 

219. Nous avons vu (207) que les propriétés des logarithmes 
permettent de ramener la multiplication à une addition, la division 
à une soustraction, la formation d'une puissance à une multiplica- 
tion, et Textraction d'une racine à une division. Nous pouvons 
maintenant en donner des exemples. 
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I. Soit 'd multiplier 362,4 par 5,97 . 

On trouvera lojç 362,4 = 2,5391882 

log5,97 =0,7759743 

Faisant ta somme, on obtient 3,3351625 

Le, nombre correspondant 2163,528 sera le produit demandé. 

II. Soit h diviser 71,645 par 6,25 . 

On a : log 71,645 = 1,8551859 

log 6,25 =0,7958800 



Faisant la différence, on trQuve ; 1 ,0593059 

Le nombre correspondant 11,4632 sera le quotient demandé. 

IlL Soit à élever i à la 20"* ptmamce. On trouvera d'abord 
que le logarithme 4e 2 est 0,3010300. Multipliant par 20, 
on obtient 6,020600 . Le nombre correspondant 1048576 sera 
la puissance demandée. 

Si l'emploi de la proportion (218) ou du tableau des différences 
proportionnelles (218) laissait quelque incertitude sur le dernier 
chiffre, on pourrait remarquer que ce chiffre doit être pair, puis- 
qu'il s'aj2[it d'une puissance de 2 . On pourrait d'ailleurs le trou- 
ver directement d'une manière assez prompte, en remarquant que 
la 5'' puissance de 2 , qui est 32 , est terminée par un 2; que 
par conséquent la 10* est terminée par 2 fois 2 ou 4, et la 20" 
parie^méme chiffre que 4 fois 4 ou 16, c'est-à-dire par 6. 

Vt.Soiik extraire la racine cinquième de 365478 . On trouvera 
d'abord que le logarithme de ce nombre est 5,5628612. Divisant 
par 5, en obtient 1,1125722 . Le nombre correspondant 12,9590 
sera la racine demandée, à moins d'un dix-millième. 

220. On voit par Ces derniers exemples que l'emploi des loga- 
rithmes permet d'effectuer avec promptitude, et sans aucune ten- 
sion d'esprit, des calculs qui, de tooite autre manière, exigeraient 
beaucoup 4e temps et d'efforts, s'ils n'étaient mémo tout à fait im- 
pos^ibiesv 

Pour soulager encore davantage son attention, le calculateur peut 
même se dispenser d'effectuer aucune soustraction. S'il se pré- 
sente, en effet, un logarithme à soustraire, c'est-à-dire précédé du 
signe — , comme, par exemple, 

— 2,7135498 , 



Digitized by 



Google 



D£S LOGARITllMES. 199 

on peut le changer en un logarithme dont U caractéristique seule 
soit négative (200), et écrire 

3,2864502 , 

puis ajouter ce logarithme au lieu de le soustraire. 

Quant à l'opération par laquelle on soustrait chaque décimale 
de 9 et la dernière de 10, elle ne doit pas élre comptée comme 
une soustraction ; il suffit de graver une fois pour toutes dans son 
esprit ce tableau 

12 3 4 
9 8 7 6 5 

et de se rappeler que, toutes les fois qu'il- se présente un des chif- 
fres de la première ligne, il faut le remplacer par le chiffi^ corres^ 
pondant de la seconde, et viceversa^ sauf pour la dernière décimale 
sigiiificative qui doit être retranchée de 10. 

mu^indiquerons les logarithmes ainsi préparés par le signe abriS- 
viatif L - Dans l'exemple II du numéro précédent, nous aurions :' 
jog71,645=l,8551859 
L 6,25 ==r,2041200 
d'où en additionnant : 1,0593059 

comme au numéro cité. 

Des personnes peu habituées aux calculs numériques regardent 
comme une complication la simplification dont nous venons de 
parler ; avec un peu de pratique le lecteur se convaincra que c'est 
une simplification des plus réelles et des plus importantes. 

Si le logarithme à soustraire avait déjàune caractéristique négative ; 
s'il s'agissait, par exemple, de soustraire 3,4771895 , cette opéra- 
lion reviendrait à changer le signe de la caractéristique et celui de 
la partie décimale, ce qui donnerait 

3 — 0,4771895 
ou 2+ (1—0,4771895) 

ou enfin 2,5228105 ; 

c'est-à-dire que, dans ce cas, il faudrait changer le signe de la ca- 
ractéristique Ja diminuer d*une unités puis soustraire chaque chiffre 
décimal de 9 , sauf la dernière décimale significative qui doit être 
soustraite de 10 . 

On trouvera ainsi L 0,2 =0,6989700 
L0,03 =1,5228788 
L 0,0005=3,3010300 
etc. 
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Slii. La même simplification est ordinairement présentée d'une 
autre manière, qu'il est indispensable de connaître. 

On nomme complément arithmétique d'un nombre ce qu'il faut 
lui ajouter pour faire une unité de Tordre immédiatement supérieur 
à celui de son premier chiffre àgauche. Ainsi, lecomplément arith- 
métique de 7 est 3 , attendu que 7 et 3 font iO ; le 
complément de 76 est 24 , attendu que 76 et 24 font 100 ; 
le complément de 762 est 238 , attendu que 762 et 238 
font 1000 , et ainsi de suite. 

Comme les logarithmes des nombres entiers le plus fréquemment 
employés sont moindres que 10 , on nomme complément d'un 
logarithme ce qu'il faut ajouter à ce logarithme pour faire 10. Ainsi 
le complément de 3,7820497 est 6,2179503. Ce complément 
s'obtient en retranchant chaque chiffre de 9, sauf le dernier chiffre 
significatif à droite qui doit être retranché de 10. L'opération né- 
cessaire pour obtenir le complément d'un logarithme ne doit donc 
pas être comptée comme une soustraction ; c'estune opération ma- 
chinale qui s'exécute à l'aide du tableau 

12 3 4 
9 8 7 6 5 ; 

et lorsqu'on en a acquis l'habitude, il n'est pas plus long d'écrire 
lecomplément que le logarithme lui-même. 

Cela posé, au lieu de soustraire un logarithme on peut ajouter son 
complément et retrancher ensuite 10. 

Soit, en effet, / un logarithme qu'il s'agit de retrancher d'une 
quantité a , on aura à effectuer le calcul indiqué par l'expression 

a — l . 

Or, on ne changera pas cette expression en ajoutant et retran- 
chant 10 , ce qu'on peut écrire 

a+(10 — /) — 10 . 

Mais 10 — / est précisément lecomplément de /; on peut donc 
écrire^ en indiquant par C le complément , 

a + C*/— 10 ; 

ce qui revient à l'énoncé de la proposition. 

Si l'on a plusieurs logarithmes à soustraire, on' peut ajouter leurs 
compléments, et retrancher du résultat autant de fois 10 qu'il y a eu 
de compléments employés. 

Cette manière d'opérer la simplification dont nous parlons est la 
plus usitée ; mais celle que nous avons d'abord indiquée au n^2W 
est la pluscommode. 
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2Sâ. Nous pouYons maintenant nous occuper de rapplioatêmâes 
logarithmes à tous les calculs qui comportent leur emploi. 

Résoudre une question par logarithmes, c'est déduire des loga- 
rithmes des données le logarithme de l'inconnue. Cette inconnue 
se déduit ensuite de son logarithme à Taide des tables. Pour qu'une 
question puisse être traitée de cette manière, il faut qu'on n'ait à 
se servir des tables que deux fois, savoir : une première fois pour 
y chercher les logarithmes données, une seconde fois pour y 
chercher le nombre correspondant au logarithme de Tinconnue. 

^ On exprime quelquefois cette condition en disant qu'il fautn' avoir. 

"^ à passer aux nombres qu'une fois. 

On peut toujours concevoir que l'inconnue elle-même soit ex- 
primée au moyen des données. Pour que cette expression soit cal- 
culable par logarithmes, il faut qu'elle ne contienne que des pro- 
duits, des quotients, des puissances ou des racines ; ou que, si les 
signes + ou — y entrent, ces signes ne réunissent que les 
premières puissances des données. 

Ainsi, l'expression x*=: \^ est calculable par logarithmes, 

parce qu'elle ne contient que des produits, des quotients, des puis- 
sances et des racines. 

L'expression x=\l{a + b){a — b) est encore calculable par 
logarithmes, parce que les signes + et — qui y entrent ne 
réunissent que les premières puissances des données a et i . 
Comme on ne peut, en effet, ramener l'addition et la souctraction 
à des opérations d'un ordre plus simple, on conçoit que l'on fasse 
la somme a -)- 6 et la différence a -^ 6 , sans le secours des lo- 
garithmes ; puis, que le produite effectueret la racine àextraire se 
calculent par le moyen des logarithmes. On n'a ainsi à passer aux 
nombres qu'une fois, c'est-à-dire pour trouver le nombre corres- 
pondant au logarithme de x . 

Au contraire, l'expression x== \/«*+ ^^ i^'^st point calculable 
par logarithmes, parce que le signe -j- qu'elle renferme réunit 
des quantités qui ne sont pas les premières puissances des don- 
nées a , 6 , c , mais bien le carré de l'une et le produit des 
deux autres. On pourrait bien, à la vérité, calculer a* et bc par 
le moyen des logarithmes ; mais il faudrait passer aux nombres 
pour -obtenir a* et bc . C'est alors seulement qu'on etl pour- 
rait faire la somme, etque l'on pourrait extraire la racine de cette 
somme par le secours des logarithmes. 

M3.Pour appliquer les logarithmes à une formule, il suffit de 
se rappeler les propriétés fondamentales des logarithmes (207). 
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Soit, par exemple, Tex pression 

_ 3aV6c 

on' aurai d'abord, en ^e rappelant que le logarithme d'un quotient 
est égal au logarithme du dividende, moins le logarithme du divi- 
^nr,- ^' ^ • 

logar=log(3aVôc) — log(5i») ; 

mais le logarithme d'un produit étant égal à la somme des loga- 
rithmes de ses facteurs, on pourra écrire 

logx=log3 + loga* + log^ôc— (logS + log. w) . 
Puis, remarquant que le logarithme de a' est égal à 2 fois le 
logarithme de a , et que le logarithme de yjbc est égal à la 
moitié du logarithme du produit bc , ou à la moitié de la somme 
des logarithmes de 6 et de c , il viendra : 

loga;=log3+21oga + 7(log6+logc) — (logS+logwO . 
Et, si Ton veutiêvîtèr les soustractions indiquées, 

loga?=log37|-21ogfl-i-{(logA+|ogc)+L5+ïm(220) , 
ou 
log.t=log3+2loga+ ^ (log64-logc)+(CMog5 -^ C4ogm— 20(220) . 

Comme application, supposons à a , 6 , c, m les valeurs 
suivantes : ^ 

az=29.645 , è= 105897 , c=3,7899 , w=44i;8 , 

^^^ ^^ 5^041:8 ^ 

On disposera le calcul de la manière suivante : 

log3=0,4771212 
los 29, 645—1,4719515 2!og29,645t=i2,9439030 

log 105897 =5,0248837 

log 3, 7899= 0,5786278 

somme 5,6035115 



demi-somme 2,8017557 logV =2,8017567 

L 5 =1,3010300 

L 441,8 = 3,3547723 

logx ou somme=2,8785822 

d'où •.1=756,1052... 
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On traiterait de la même manière toute autre formule calculable 
par logarithmes, 

224. Gomme applications, nous traiterons^, les. p^o|;)l^^^e^.$.u^T^ 
vanls: " " ' , .,.•■.;•. !■.. • i-'* 

PftOBLÈME 1. Trouver le rayon d* une sphère dont le volume, ^sf, 
de 0°»-%250 . ,' 

En désignant par x le rayon de la sphère, et par ir le rap- 
port de la circonférence au diamètre^ on a * - ■ : ■ < 



...1 



1.0^=0,250 d'où x=^^^^^f^.^ , ^ 
et en appliquant les logarithmes, 

tOg_y-- logO,2oO+los34-L4+U ' 

On trouvera IogO,250 =l,397a40O . 

iog3 =0,4771212 . . 

L 4 _ =1,3979400 

L ,r ou L3,1415926 =l,5028501 ' 

2,7758513 

Pour prendre le tiers de ce résultat, il suffit de rendre la carac- 
téristique divisible par 3 , ce qu'on fera en ajoutant — 1 ét.+ i ; 
on dira alors : le tiers de 3 est 1 ; le tiers de 17 esf H';\e 
tiers de 27 est 9, etaiaside suite; ce qui donne . •' * ' 

Î,5919S04 . 

Le nombre 0™, 390796 ..»., qui cçrreç^pond à ce. logarithâie* «st 
le rayon demandé. On pourra prendre approximativement 0",391, 

Problème II^ Trouver un nombre tel qus 4 fois' Iq^ racine cin- 
quième de son cube^ soit égal à i08 , 
En appelant x ce nombre, on devra aivoir 

4v/^=108, d^où a:=Y/(ipy; ...... 

et, en appliquant les logarithmes, •• • ' - 

• ' 5(Iogl084-L4) 

. logy— ^ 3 ^ — ' . 



* Voy. notre Géométrie théorique et pratique, 4* édition, n-» 702. 
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On trouve log 108=2,0334238 

L 4 =1,3979400 

dont la somme est 1,4313638 ; 

multipliant par 5, il vient 7,1568190 ; 
puis, en divisant par 3 , 2,3856063 ; 

Ce logarithme correspond au nombre demandé, 243 . 

Problème m. Trouver la hauteur de l'hectolitrs, sachant que cesî 
un cylindre dont le diamètre égale la hauteur. 

Désignons par x la hauteur cherchée, qui est aussi le diamètre 
de la base. Le volume du cylindre aura pour expression * 

\nX^XX ou ^TvX^ , 

et, en l'égalant à 1 hectolitre, c'est-à-dire à 0"''%1 , on aura 

|B-aT*=04 , d*où x'=:^^ , 
ou par logarithmes, 

ô 

On trouve logO,4 =1,6020599 

L 3,1415926= 1,5028501 

dont la somme est 1,1049100 

Pour diviser par 3 , ajoutons — 2 et +2 , nous dirons : 
le tiers de 3 est 1 ; le tiers de 21 est 7 , etc. , ce qui donne 

1,7016367 . 

Ce logarithme correspond à la hauteur demandée 0«»,503077.... 
ou approximativement 0™,503 . 

Problème IV. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes sui- 
vants : 

L Trouver le rayon de la sphère dont la surface a 1 mètre 
carré, 

(Réponse : 0«»,282094.... ou simplement 0"',282 .) 

IL Trouver un nombre dont le tiers, le cube et la racine carrée for- 
ment un produit égal d 170 f . 

(Réponse : 4 .) 

* Voy. n0t!M Géométrie théorique et piaiiquéii 4« édHion, »» M8^ 
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III. Trouver la hauteur du litre ^ sachant que c'est un cylindre dont 
la hauteur est double du diamètre, 

(Réponse : 0™,172050.... ou simplement 0™,172 .) 

228. Il arrive quelquefois qu'une formule, qui n'est pas calcu- 
lable par logarithmes, peut le devenir à l'aide de certaines trans- 
formations. 

I. Soit proposé, pour premier exemple, de calculer le volume 
d'un cône connaissant son côté et le rayon de sa base. 

Désignons par V le volume du cône, par c son côté et par r 
le rayon de sa base ; sa hauteur étant l'un des eOlés de l'angle droit 
d'un triangle rectangle dont l'autre côté de l'an gte dro it est r et 
dont l'hypoténuse est c , sera exprimée par ^c* — r* ; par con- 
séquent l'expression du volume V sera * 



Cette formule n'est pas immédiatement calculable par logarithmes 
à cause du signe — qui réunit les carrés des données c et r . 
Mais on remarque que la différence c* — r* peut être considérée 
comme le produit des deux facteurs c-{-r et c — r (36); on 
peut donc écrire 

V=i^rV(c+r)(c-r) , 

formule qui est calculable par logarithmes, puisque les signes + 
et — qui y entrent ne réunissent que les premières puissances 
des données. 

En y appliquant les logarithmes, on obtient 
logV=L3+log7r+2logr+|[log(c+r)+log(c-r)]. 

Sir=0",04 et c=0",07 on trouvera 

c+r=zO"*,il logO,H=:i,0413927 

c+r=0«^,03 logO,03 ^2,4771212 

3,5185139 

■|(logO,H+logO,03)=2,7592569 

logO,4=2,6020599; 21ogO,04=3,204H98 

log 3,1415926=0,4971499 

L 3 = 1,5228788 

Donc log V =5,9834054 

* Voy. notre Géométrie théorique et proùiquey 4« édition, n» 603. 
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. (V Le yoduine demandé est le nombre correspondant = à ce kiga- 
rithine, ou . . : - 

O-^-»',O0G096251 , 

ou 9gc-».cob g|. 25l»»«^«»» . 

II. Comme second exemple, nous prendrons la formule qui donne 
l'aire d'un triangle au moyen de ses trois côtés. 

En désignant ce^e aire par A , et les côtés par a ,.6. , c, 
on démontre* que Ton a 

. A=ixj(fia'c'—(a'^c'—b'y , , , 

formule qui n*est pas calculable par logarithmes. 

Maison remarque que la quantité placée sous le radical est la 
différence de deux carrés et se décompose, par conséquent en deux 
facteurs, dont l'un est la somme des rfeieines deces carrés, et l'autre 
la différence de ces mêmes racines. On a ainsi 

A=7>/(2«c+«*+c*— **) (2ac— a*— c*+fr*) , 
Or, la première quantifié entre parenthèses revient à 

et se décompose, par conséquent, en 

(a+c+b)(a+€-b) . '/' '\' 

La seconde quantité entre parenthèses revient à 

et se déooflifxise en 
11 vient donc 

formule qui est calculable par logarithmes, puisque les signes + 
et — qui y entrent ne réunissent que les premières puissances 
des données. . 
On lui donne une forme plus simple en posant 

a-(-.ô+c=2.s , 

id'Dù- ' • a4-c^b=2(s—b) , • '' 

■ ' b-]^a — c=i(s — c) , 

b — a'-{-c=^(s — a) , 

Substituant ces yaleiirs, et reinarquant quo le facteur 2* ^mis 
^■VDy.nétre ^é&méihie thipôrique et pratique, 4« édition, pâg6 186/ 
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hors du radical, devient 2' ou 4 , et détruit par coMéqdent le 
facteurj , on obtient 

k=\Js{s — à) {s — b) (s — c) , 
ou, en appliquant les logarithmes, 

logA~[log5+log(s— a)+log(^— A)+log(^~c)] . : 
Si a=41" , *=37« , c=16» ; ' 

on trouvera d'abord a-|-A+c=94 ; 
d'où «=47 , s— a=6 , s—b^lO , s—c=M . 
Puis Iog47=l,6720979 

log 6^:0,7781512 

loglO=l,0000000 ! 

log31 = 1,4913617 .; 

4,9416108 
log A=2,4708054 
L'aire demandée estle nombre correspondant à ce logarithme, ou 
295"'-%6687 , , ■,,,. ,., 

ni. Le lecteur pourra s'exercer à rendre calculable par loga- 
rithmes la formule 

1 a+b 



qui représente Taire d'un trapèze dont la plus grande bdie est a, 
la plus petite 6, et les côtés non parai lèlesc et d . 

Il trouvera qu'en posant a-f-^+^ — b=2p elle peutj s'é- 
crire 

^^'=^^\/piP — c)(p — d)(p'-\-b^a) , 

formule calculable par logarithmes. 

Pour a=83" , *=61"^ , c=55"' , d=49" ; ri trbuVè^a 

A=3520-'%55 . 

226. Lorsqu'une formule ne peut pas être rendue calculable par 
logarithmes, c'est-à-dire lorsqu'on ne peut déduire le logarithme 
de l'inconnue des logarithmes des données, sans passer préalable- 
ment aux nombres, il faut au moins tâcher de le faire leplus petit 
nombre de fois possible, ce à quoi on parvient quélquéftiis^ au 
moyen d'une inconnue auxiliaire. 

I. Soit, par exeiaple, à calculer le volume d'unJronedepyramde 
Al6. s. 14 
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dont la hauteur êslt h et dont hs bases Saàt des tarrés ùyaiiths^c- 
tivement pour côtés a ef l^ . . , y 

En désignant ce volume par 'V, oh aura * 

foiteiilc ^t^i n'est pomt Calculable par logarithmesj Oui pourrait 
bien calculer par logarithmes les quantités 'é^^s b*^^t\ ab'/mtâ& 
il faudrait passer trois fois aux nombres pour obtenir la valeur de 
la quantité. centre p^rejalhèse^. . , i 

Pout l'éviter, ajoutons, entre lés parenthèses, les termes +«* 
et -^ah; ce qui. ne obangera pas la valeur de V ; il vi^pdf^o 

;;-;;;;\ ■ .; ■ ■ v=^'A(aM-6*^^2a6-.ft) • - '"••: 

ou V=4-A[(a+6)*— at] . 

PosoM''4?*=:^«6 d'où x^^s/nb et lQga^=:| (logfl+logt) , 
L^incofinue au^iliains ayant étècaiouiée, on pourra mettre .x^- à 
la place de ab dans la formule, et il viendra , i 

I y=^k[(a+hy-x']T:==^hiaJ^b^)iq-\-b-x) , 

d'où IogV=L34-logA.+'^g(^+*+^)+'^g^^+*~^) • 

On pai^vient ainsi à appliquer les logarithmes à la. formule» em^e 

passant pi^lablement aux aombres qu'une fois au lieu detrQîij^ 

^'SdiëûV par exemple, a:=:i2^ , ésilO"* el A=;2'" . On.^va 

d'^biwd .' i ... ..M 



■ 1. Il 



log 12=1,0791812 
log 10=1, 0000000 



; . 2,0791812 

:— ' loga? =1,0395906 

Èd; en psfssînt aux nombres, a^=iO,9S44 . ^ i ' 

= ^>rfC^^ô-f *4|-«±îiî3a,96i4 ; l(Jg 32,9544= i,51t9134 
^^^^ ,^4-6— x=ll,0456^ logll.,p456=l,0431894 

"' ' ' log 2' — o;301Ô300 ' 

-nr 1 V. ^ ...f ... • L 3 -1,5228788 ' 

àlA^ '.ur: ,. : ^.r. "«•,' . '. |ogV / =2,3850116; ^^ 
^.^i.;i .1 ., i. ^.. 'V^242**'*v6075...; ' ^' ; .:•" 

* Voy. î&'tfe ëéméirie théorique t\ pratiqua, I» ôdlttoit, ^<>'697. . 
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H,.Le lecteur |)Qurratraitejcdemêïïie la formule. . . . 

; ' ' •^' .' ,• -.1. (V I 

qui exprime le volume d'un tronc de cône^ dont la hauteur est h 
et dont les bases ont pour rayons fe et r*. 
• Pour :R:t±:6 , f:™& , 4=2 , il troo^yera ar^5,477?^. à 
pm8.V^190'^'"\590 . • ••-:■,.":••>!■.':} 

§ IV. AppUcations aux questions d'iblérêt composé. '''"' • i "i 

2ii^. Ohs^rt 4ue Ton nomme «w^éWr- d'une sommed'aïlgeîrt de 
que cette somme rapporte au bout d'i^n certain temps ; le taux de 
rintérêt est l'intérêt de ÎOO fr. par an ; la somme placée prend 
le nom de capital. . , j. v 

Si a est le capital, t le taux , n le nombre d'années qui 
compétent la durée du placement, et % l'întérét; lOOirr-ftip- 
portant t par an, rapportent nV au bout da t> annexa niOîI 
aura donc r . . : I , , 

\m:nt±=a\i d'où i='^^^ . . ^ / [1] 

C'est la formule des intérêts simples ; elle donné "lieu à quatre 
problèmieis, suivant que l'inconnue est t , o , n ôu^rwOnj e» 
troiiversl des exemples dans tous les traita d'arithmétiquje. • . .| 
^ Un ciapital-est dil placé à intérêts ôomposés i<^Rj|quey (^a^q^ue^s^n- 
née, ce capital s'augmente des intérêts produits pendant ^'anniêft 
précédente. - . ; j • 

Soit b la valeur de , ce capital après un certain nombre d'an- 
nées, et cherchons ce qu'il deviendra au bout de l'année suivante. 
Au bout de cette année; il sera augmenté de l'intérêt produit pen- 
dant cette même année / ot, d'après la formule des intérêts simples, 

rintérêt de 6 au bout dîua an est j^ > 1^ i^^^Pi^^..^ ?^f^î4^M 

devenu ^+jq5 du ^(f4^|oo) ' «c^e^-àrdir» qu'il ^çiuf^j^l^té 

multiplié; par j^ quantité (i4"rAô) î^i ne'dépend'pas^àu nom- 
bre d'années déjà écoulées. . 

Il en réplte que les valeurs d'un capital a au bout de 1 an- 
née, 2 années, 3 années, etc., forment les termes d'une ^rè^î 
gressionpar quotient, dont tÇ; premier ternie est a et la raiso^ 



* Voy. ikiitte £réQniétrie Morigm ^ praiiqw^M éidiUqij^jçiiO Ç98» 
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210 ÉQUATIONS DU 2* DEGRK. —PROGRESSIONS. — LOGARITHMES : 

(l+YSo) • La valeur de ce capital au bout de n années sera 

le (n-f-t)**^ terme de celte progression; on aura donci en le dé- 
signant par A (194) : 

c'est la formule des intérêts composés. Le capital a se nomme le 
capital primitif , et A se nomme le capital définitif. 
En appliquant les logarithmes à cette formule, on en tire 

logA=loga+n[log(100+0— 2] • [3] 

Cette égalité permet de résoudre quatre problèmes, suivant que 
l'inconnue est A , a , n , ou f . Nous allons en donner des 
exemples. 

928. Application L Quel est le capital définitif produit au bàïft'de 
21 ans, à i{ pour 100, et à intérêts composés^ par un capital 
primitif de 600 fr.f 

Ojà a ici a=600 , n=21 , /=4,5 ; donc 

logA=log600+21[logl04,5— 2]=5,179593S , 

d'où 

; A=1S12M5 . 

Appiigation il Quelle somme faut-il placer pendant 10 anss à 
5 pour {00 et à intérêts composés^ pour produire un capital définitif 
de 4800 fr,? 

lèî, c*est a qui est inconnu; on a A=4800 , n=10 , 
t=^. 

L'équation [3] donne 

loga=tlogA— n[Iog(100+0— 2] , 
donc loga=log4800— 10[logl05— 2]=3,4693482 , 
d'où a=2946',78 . 

Application IIL Au bout de conAien d* années un captai placé à 
5 fpur 100 , et à intérêts composée, est-il doublé? 

Ici, c'est n qui est inconnu ; on a A=2a et f=5 . 
L'équation [3] donne 

_ logA-logg . . . log2 ' ,_ 0,30i0300 

*""log(100+0— 2 ' ^^ '^' '*""logl05-2~0,021i893 ' 

ou w=14 , et une fraction. Il faut donc prendre n=15 , at- 
tendu que les intérêts se composent par années, mais non par frac- 
tions d'années. 
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DES LOGARITHMES 211 

Appucation IV. A quel taux fatU-il placer ^mê somme de ZOOOfr.j 
pendant 11 ans et à intérêts composés ^ pour produire ui^ capital 
définitif de Um'.iS't 

Ici, c'est t qui est inconnue; on a a=3000 , n=H , 
A=5406,28 . 

La formule [3] donne 

et ici 

]Og(l()0+0=2+ ^^^^^^^-^^;+^^^^^ ::::z2.02325a^ , . . 

d'où 100+«=105,5 , et ^=5,5 ou 5| . . 

288. On peafr traiter d'une manière analogue les problème^ sui- 
vants, quoiqu'il ne s'agisse point d'intérêts. 

I. La population d'un État est de 20000000 d'haiiîmls ■: ei 

elle s*accroit chaque année de -r^ de sa valeur; un demande qikèlle 

sera la population de cet État dans BO ans. ' - ■ . 

Si P est la population au bout d'un certain nombre d'années,- 

elle sera P+25Ô '^'^^^^ suivante, c'est-à-dire' p(i+ôsô)^ 
les valeurs successives de la population sont donc les termes d'utie 
progression par quotient, dont le premier terme est 20000000,; 

et dont la raison est l+ôsô • ^^ demande le 51* ternie de cel,|e 
progression ; en le désignant par x , on aura donc * * 

x=20000000(l+2^)"^:==20000000(||)'\^ 
d'où 

loga:=log20000000+50[log251+L250]=:7,3877155 ; 1 

et par conséquent a!?=24418300 ,à 10 habitants près. / ' 

IL Les populations de deux États sont P et F la première ' 

s'accroît chaque année de - de sa valeur^ et la seconde de -, ie 

sa valeur. On demande dans combien d'années les deux populations 
seront égales. , - 

En appelant x le nombre d'années demandé, on trouvera fa- 
cilement qu'on doit avoir l'équation 



P(.+i)W(.+i)-. 
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On peut la mettre sous la forme 



•Kl», .lî..!, 



(*+p)Li: ou (p:np)Y4-^ 



En appliquant les logarithmes, on «btient 

""' 'ife'+log(l+p)+L/>+L(l+p)]=logP'^^^ , 

d ou x=z 2 — ' ' - ■■ • 

logp'+Iog(l+p) + Lp+L(4+p') 

Par exemple : pour P=20000000, P'=30000000, p'=±2db, 
p'=300 , on trouvera : x=a&am , et un^ Irac^iou,,, 

230. BeYen(^s aux intérêts composés. Dans les problèmes 

Irailés ci-aessus, nous n'avions à calculer que le flernier terme 

-d'^liile^ progression ; H peut se faire qu'on aii à.csklculer U §f^iie. 

Si!, par exemple, on place chaque année utie sdmnie d; au 
|tàux t et à intérêts composés, on peut désirer savoir quel sera le 
capitalCdonton pourra disposer aii bout de n années. • - : 

. Four résoudre cette question, remarquons que la somme « , 

placée ftéloeMement) produira dans n années «A -+^70^) - ' i 

La somme a , placée au bout de la première année.' produira 
au bout de U »**"* ^(*+îôô) ^ puisque la durée du place- 
ment aura été moindre d'une année. 

La somme a ^ placée au bout de la seconde année, produira de 
môme au bout- de la w**** ^(*+îôn) • 

Enfin, la somme a , placée au bout de la (n— l)**™ année, 
Çrodpira au bout de la n**"' a(l +^) . 

Le capital demandé C est la somme de tous ces caipitaus défi- 
nitifs qui, pris en ordre invèrise, forment, comme <m voit, uae.pro- 

gressiôn '^àr qttotietit dont le premier terme esjt ^(*4^îâô)> 
le dernier ^(^+i[ôùf ^* ^^ raison (l-|-f^) • On aura 
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donc (106) 

^_^ (*+ry-H*+.ï^) 

Cette formulé n'est point calculable par logarithmes, 'mais on 
pourraisp senvir. des Iogari/;hïpes aç moyen ^'une inconnue auxi- 
liaire (226). On posera \ •. ^ 

et, en appliquant les logarithmes, ;..,'<),% ^ 

. .logy=npog(100+0-2] 

;i^C=;=l9«a+log(l()0 + 0+;iog(y-ï);i^^^^^ . ^^'-^^ ^^ 

Après avoir déterminé log y par la pix9niére>éqflalioni. ooi .pas- 
sera a»x inombresv c'ôst-ài-dirç que Ton cherchera y àan^ les 
tables; quand on Taura trouvé, on en retranchera une 'i^nité,^ et 
Ton cherch«ra de nwveau dans le^ tables le Ipgarithme jàp y^—l> 
pour calculer, logC pu loga . ' ' 

Exemple I. (m placé chaque année' une sommé i*r '200 fi. , à 
4 ^ pour 100^ et à intévêu composés ; dé quel capital pe^i^r^-i-QU: jifs- 
ppser au bout de 20 ans ? 

On aura d'abord logy=20(lo^lÔ4,5— 2)=6,382à26Ô' ', 

doù y=2,4H715 ; et y— 1=1,41171S . ' ' ' 

• . ■'.■-■,■,,.• ■. .1,, iir,.ii 

On aura ensuite 

logC=log2()0+ioglÔ4,5,-f-logl,41i7.1S-f|^4is ';' 

=3,8166808 , '' ' ' '• 

d'où ' C=6556',63 . ' ' '"■'•' 

Exemple U. Quelle somme fàut-il placer anmèiiemmt\^ â' 5 
piour. {00, et àiatéréts <:omp«sé: pour ]metUr« ,à\sn ^gMsitiifn un 
cêpital .de eOOOO fr. au bout de 10 <»ns? . ■.,.■. , ,„.,.,,.;. 

'On dura d'abond logy a=10 (log 105-^2)*rO,2ii8930, , ■ ; ^ 
d'où ,y^l,^î889 ; et y— 1=0,6^88 
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On anra ensuite 

Iog60000=log(i+logi05+logP,62889+L5 , 
d'où Ioga=log60000 + Li05+L0,62889+log 5 

=3,6573572 
et a=4543M5 . 

831. Enfin, au nombre des questions qui se raHachent à l'objet 
de ce paragraphe, sont comprises les questions d'annuités et d'a- 
mortissement. 

On nomme anntitïe la somme qu'il faut payer annuellement pour 
s'acquitter d'une dette au bout d'un nombre déterminé d'années. 

Supposons qu'on emprunte une somme A ; au bout de 
n années cette somme vaudra^ en ayant égard aux intérêts coql- 
posés, et en appelant t le taux de l'intérêt, 



M'+«)" 



Telle est donc la somme qu'il faudrait rendre au bout de n années, 
On préfère s'acquitter par annuités. Soit a cette somiïie annuelle. 
La somme a , qu'on payera au bout de la première année, 
vaudra au bout de n — 1 années, pour le créancier qui jouira , 
des intérêts , 

La somme a , qu'on payera au bout de la seconde année, vaudra 
de même 

et ainsi de suite. Enfin la somme a payée au bout de la n"** an-, 
née vaudra simplement a . Ces capitaux définitifs, pris en ordre 
inverse forment une progression par quotient â<Hit le premier 

terme est a , le dernier «(*+ï|ô)"~ ^' '^ raison (l+îlo); 
leur somme a donc pour valeur (196) , 

.!ii±iM!zf ou i^\(i+j-Y-i] ' 



(•+roo) 
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Pour que la dette soit amortie par ces annuités, il faudi»» ^tl- Ori âtV '^^ 

^[('•+r^)-<M('+,i)"- ;v- ^ ;, 

En posant comme ci-dessus * ' " 

on aura — ^^^"" ^ =Ay : 

et, en appiiqaant les logaritbmeis, ' 

logy=n[log(iOO+0-2] 

2 + loga+log(y— J) + U— logA+logy r i - .;. 

On tirera de la premfière de ces égalités la valeur d^ logy ^ om ^ 
cherchera y dans les tables ; on en retranchera l'unité ; on* cbein t. 
cherade nouveau dans les tables le logarithme de t/*-*-A ,, Bh Ton 
aura tout ce qu'il faut pour calculer, à l'aide de la seconde égalité, 
soit log A , soit log a . - i ,. 

Exemple I. Quelle somme faut-il prêter à ï\ pour 100 ^^ à in- 
térêts imposés péter en être remboursé au bout de iO atispdr des 
annuités de SOO/r,? ; 

On a eï=500 , n=l6 , ^=4,5 , on cherché A . 
On aura d'abord 

logy=10(logl04,S— 2)=iO,19H630 , 
d'où y =1,55297 , et y— 1=0,55297 . 

On aura ensuite 

logA=24-log500+logO,55297+L4,5+Ll,55297 "' r 
=3,5972961 ; d'où A=3956',36 . 

Exemple II . Une compagnie a emprunté une sommée de 2000000 fr . 
pour des travaux; quelle annuité devra-t-elle payer pofir s'àQqmttei], 
en 15 an* ;. le taux de l! intérêt étant 5 pour 100 ? 

On a AœîOOOOOO ; »=15 ; t—S ; on cherche a\ 
On aura d'abord t 

logy=15(logl05— 2):=«,3478395 ; ■...*' ; 

d'où y=2,07893 ; et y — 1 = 1,07893 . 

On aura ensuite . j î ; 

Ioga=log20()0000+log2,07893— 2 + Ll,07893-(-;log5 
=5,2848461 ; d'où a=192684^22 \ 
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838. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes qui suivent: 

I. A quel tOM fmtUl placer tbÙO 'f^.aïiÙià8]compo8és, pour 
produire,, au bout de 17 ans, un capital définitif de 9739', 49 ? 

(Réponse :â 4 pour 100.) ' . i .; *'/--! ! 

II. Au bout de tambièn inuméee toi' c$t^tul placé à 5^^ pour 
100 , et à intérêts composés^ est-il doublé? 

(Réponse : au bout de 13 ans, en nombres ronds.) 

m. La population d*ufi État s'est çiccrue d'un quart dans t espace 
d*un siècle ; de quelle fraction de sa valeur augmente-t-elle chaque 
année ? 

(Réponse : des 0,002234 — ou de ^^ environ.) 

IV. Quelle somme faut-il placer annuellement^ à dater de la nm 
sance d'un enfant^ pour lui constituer, à fdge de il ans, un capital 
de 48000' ; le taux de l'intérêt étant dek\? 

(Réponse: 1359',64 .) i r i- 

V. Quelle annuité faut-il payer pour s'acquitter &nne^ dettes 
6400' en 7 ans , au taux de 4 pour 100 ? \ ^'' ^ 

(Réponse : 1066', 30 .) h 

■'"Il 
/ 
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^ ' TROISIÈME PARTIE ' ''' 



PUISSANCES ET RACINES. ÉCjUATIONS BICARRÉE*! ' 
ÉQUATIONS EXPONENTIELLES. - j| 



CHAPITRE IX 

DE LA FORMATION DU GAERÉ DES QUANTITÉS AIGÉBRIQUES, 
ET, DE l'pXTRACTION DE LEUR RACINE CARREE. 

â I. De la formation du carré des quantités algébtî^es. 

233. Le carre d'une quantité algébrique est le produit de cette 
quantité, pjar elle-rméiue. 

Pour former le carré d*un n^Qnome, il fautai* stprès les règleç^e 
la multiplication des monômes, multiplier le c<)ei&cient par lui- 
même, et ajouter à lui-même l'exposant de chaque lettre ; il faut 
donc, en d'autres termes, /arre le carré du coefficient et doubler tous 
les exposqnts. 

Ainsi, le carré de Sa*6'a? sera 25fl*6V . 

234. On a vu que le carré d'un binôme se compose du carré du 
premier terme^ de deux fois le produit du premier par le second^ et 
du carré du second (36). 

Voyons comment se compose le carré d'un trinôme. 

Soit le trinôme a -j- 6 + c . Représentons par une seule lettre 
X l'ensemble des deux premiers termes ; nous aurons à former le 
carré de x + c , ce qui, d'après la règle rappelée ci-dessus, don- 
nera 

ou, en remettant pour x sa valeur, 

(a+6)*+2c(a+6)+c'- , 
ou encore 

a'+iab + b'+'iac+ibc+c' , 

c'est-à-dire que le carré d'un trinôme se compose du carré du pre- 
mier terme y plus deux fois le produit du premier terme par le second, 
plus le carré du second^ plus deux fois le produit de chacun des deux 
premiers par le troisième^ plus le carré du troisième. 
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235.. On trouverait de même que s'il y avait nn quatriëtae 
terme, le carré contiendrait^ outre les parties qu'on vient d'éntr- 
mérer, detix fois le produit de chacun des trois premiers termes par le 
qiMtrième^ plus le carré du quatrième. 

La loi de formation est évidente, et il est facile d'en démontrer' 
la généralité. 

En effet, supposons-la démontrée pour un polynôme de n — 1- 

termes a-|-t + ^+ +* ^ et faisons voir qu'elle subsistera 

pour un polynôme de n termes 

a+6+c. ...+*+/ . 

Pour cela, représentons par x l'ensemble des n-r-l premiersi» 
termes ; nous aurons à former le carré de ar+ / , ce qui donnera 

ou, en mettant x sa valeur, 

(a+6-|-c.... + i)*+2(â+6+c.... + fc)/+r- , 

ou (a4.6+c....+A)'+2fl/+26/+2c/....+2ft/+/* ; 

c'est-à-dire qu'il faudra ajouter au carré du polynôme de n — ^ 
termes deux fois le produit de chacun de ces n — 1 premiers ter- ; 
mes par le n**"* , plus le carré du n**"* ; ce qui démontre que 
si la loi est vraie pour n — 1 termes, elle est encore vraie poilr . 
n termes. . ' 

Or, on t'a démontrée directement pour 3 termes ; donc elle est 
vraie pour 4 ; étant vraie pour 4 termes, elle Test pour 5 ; 
et ainsi de suite. Donc elle est générale. \- ^ 

D'après cette règle, on trouvera que le carré du polyi^ome 

2aaî»+ 4a V— 4a'aî+ 3a* 
est 4aV+16aV— 20aV+40aV— 24a''x+9a^ . - 

236. Remarque I. Lorsqu'on ordonne le polynôme par rapport 
aux puissances d'une même lettre, il y a toujours à son carré qua- 
tre termes qui ne peuvent se réduire avec aucun autre. Ces ter- 
mes sont les deux premiers et les deux derniers, si le carré est 
lui-même ordonné. 

En effet, si , par exemple, a + 6-|-c ....-)- A: -f / représente un 
polynôme quelconque, dont les termes a ^ b , etc., sont deg 
môïîiomes quelconques ordonnés pat rapport aux ptiissanciesHé- 
croissantes d'une certaine lettre x , le terme a contenant la' ' 
lettre ordonnatrice avec un plus haut exposant que tous ïeis autres, 
son carré a*, qui sera le premier terme du carré total, contien- 
dra aussi la lettre ordonnatrice avec un exposant plus élevé qu'au- 
cun des termes 2a* , 6* , 2ae , etc., qui suivent, et ne pourra 
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ccmséqoemment se rédutre avec aucun autre. C'est ce que ii6tis 
avons déjà vu dans la théorie de la multiplication. 

En second lieu, le terme ïab se compose du produit des deux 
termes qui, dans le polynôme proposé, contiennent la lettre ordon- 
natrice avec les exposants les plus élevés; il contiendra donc lui- 
même celte lettre avec un exposant plus élevé que les termes &* , 
'iuc , 2bc , etc., qui le suivent, et ne pourra conséquemment se 
réduire avec aucun autre. 

Ce que nous avons dit des deux premiers termes, a^ et 2afr , 
en considérant les plus hauts exposants de la lettre ordonnatrice, 
nous pourrions le dire des deux derniers, l^ et 2*/ , en consi- 
dérant les plus faibles exposants de cette lettre. 

Il y aura donc bien quatre termes qui né se réduiront pas ; et ces 
termes seront les deux premiers et les deux derniers, si le polynôme 
est ordonné. 

Il faut bien remarquer qu'on ne pourrait rien affirmer de sem- 
blable pour les autres termes ; car |e terme 6* , par exemple, 
pourrait fort bien se réduire, et se réduira ordinairement en effets 
avec le terme 2ac , dont les deux facteurs contiennent la lettre 
ordonnatrice, Tun avec un exposant plus éle\é que dans b , et 
l'autre avec un exposant plus faible. 

Remarque II. Ce que nous venons de dire des termes isolés^ on 
pourraitle dire des groupes de termes, s'il arrivait que lepolyuome 
proposé* contînt plusieurs termes affectés de la même puissance de 
la lettre ordonnatrice. 

237. Pour former le carré d'une fraction algébrique, il faut, 
d'aprèsles règles delamultiplication des fractions, faire le carré de 
son numérateur et le carré de son dénominateur. 

Ainsi le carré de ^ est |^ , 

le carré de Vi. ^st — "*<.m ^^iT — . 

et ainsi de suite. 



§ IL De l'extraction de la racine carrée des quanritéa algébriques. 

238. Ldiracine carrée d'une quantité algébrique eslune seconde 
quantité qui, multipliée par elle-même, reproduit la première. 

Mais, ainsi qu'on l'a déjà vu (138), cette racine se distingue dé 
la racine carrée considérée en arithmétique par une différence 
essentielle. La racine arilhmélique d'une quantité numérique est 
essentiellement positive; la racine algébrique à! xïXi^ quantité, soit 
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numérique, soit a Igébriqae, peut être pnis|e ândiffôremment^^vf^ 
deux signes contraires. En effet, soit k extraire la racine carrée 
de 49 ; au point de vue arithmétique, la racine est^- 7 ;mais, au 
point de VU0 aigébpiqiie, cette racine est aussi bien;r--i.7 i.que; 
+ 7; car — 7 , multiplié par lui-même donne^é'après tes tô^is 
des signes^ -f- 49 , aussi feien q«ie + 7 multiplié paplai-^même. 
Dermétne ^-éi^ étant ans^i bien le carré de ~a qbe^ le loarré 
de= 4^ d , la ikcine de -f- «* est donc, à /volonté, 4- « • <mî. -^ «f • 
Ofifindique cette double solution en affectant la racine du double 
signe ± , et l'on écrit 

'',.'' sl^^zta ;, ^49— ^7 J ' . . " .. ..'..., 

Nous pouvons toutefois, quant à {présent, faire abstraction de ce 
double qigue ; sauf à nous rappeler, lorsque nou3 aurons extrait ^la 
r?uûne d uûe quantité algébrique, que cette racine peut 'être prjse 
indifféremment .telle que nous Taurons trouvée, ou en signes con- 
traire, ■ i \ . .-./ '" 

239, D'après la règledêQBée pour former le carré d'un monôme, 
on peut voir que, pour qu'un monomesoit un carré parfait, îl faut: 
l^ qtie son doeflicient soit un carré parfait ;• 2^ que lesex^osafitéde 
toutes les lettres qui y entrent soient paii's. 

Si ces déni conditions sont remplies, on obtiendra la racin« 
carrée du môiiome proposé en eïctrayant la racine de-soa coeffi- 
cient, et eà divisant par 2 les exposants de toutes \es^ leUriBs. 
Ainsi la racine de i9a^b^tc^ est Ta^b^oû , abstraction faite éa 
double signe dr . . . *i .' .. . 

Si ces conditions ne sont pas remplies, on se contenttedntidiquef 
la racine. Soit, par exem pte, lemonwne 24(iWa? ; sa rafeinesera 
indiquée par \Jiia^b*x .On a vu (155) comment on peut sinliili- 
fier les expressions de ce genre. s « *.: 

240. Soit maintenant à extraire la racine éarrée d'un polynôme. 
Remai^qtfôns d'abord qu'un binôme ne saurait Ôlre nu carré par- 
fait,' car le 4^arré d'un monôme est iin monôme, et le eaarré d'un 
binôme est an trinôme. U faut donq que le polynôme proposé ait^ 
au moins trois termes. 

Gela posé, désignons le polynôme proposé par 

A+B+G+D+E + etc... . ^ ^. 

lë^ lettres A ,B , G , etc., représetîtant, pour àî^réger, des' 

mofïomes quelconques, que nous supposerons ordonnés par ràppôrti 

auxp^iBsances déaroîssantes d*uneinôme lettre, W;f»t elïemple/ 

^^tfpposohs; quele polynôme^ proposé-soit an thr^érf^^imi^^ «ti 
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représentons sa racine par 

polynôme que nous supposerons également ordonné par ribpport, 
aux puissances décroissantes ùb x. 

D'après les remarques faites au n^ S36, le carré du terme a 
n'a pu s6 réduire avec auoun autre terme, du carrée et se .trouve! 
être le poremier terme Â du polynôme proposé. En extrayant, 
donc la racine de ce premier terme> on aura le premier teiFine a 
de la racine demandée. 

Ayant trouvé ce premier terme de la racine, on en fera le carré 
que Ton retranchera du polynôme proposé, et i} restera 

B+C+D4-E4-etc. [l] 

' Or, d'après les mêmes remarques, le premier terme B de' ce 
reste doit être exactement le produit du double du premier terme 
de la racine par le second, produit qui n'a pu se réduire avec 
aucun autre. En divisant donc ce premier terme B par le double 2a 
du premjief terme de la rmxke^ on obtiendra pqur quptient.le 
second terme i. 

Ay4U[it trouvé ce seqond terme de la racine, on sait que le poly-t 
nome proposé doit contenir le carré de la somme des deux pr^e-; 
aiers termes a-f-è de la racine (a38)»c'est-à*dire les trois ter- 
mes a* -f- 2ai 4- ** ; on pourrait Wmer ces trois termes et l^s 
retrancher du polynôme proposé ; niais comme on en a déjà retran- 
ché a' , il suffit déformer les deux suivants et de les retrancher 
du reste [1]. Pour cela, on écrirai la suite du double du premier 
fermeté k racine le second terme de cette même racine, ce qui 
donnera 2a 4^ 6 , et Ton multipliera la somme par b , ce qui 
donnera ^ab -{- 6* ;\)n retranchera ce produit du reste [i], et on 
obtiendra un second reste . ; . i 

C'+D+E+F+etc. . ., .. J2] 

D'après la loi de formation du carré d'un polynôme (23^) , cel 
reste doit contenir encore les doubles produits die chacun des deux< 
premiers termes de la racine parle troisième, plus le carré dui 
troisième, etc., c'est-à-dire les termes 

2ac+26c+c'+etc. ' " * 

Or, parmi ces termes, le premier 2ac est celui qui contient la 
lettre orâoosiatriee x avec le plus haut exposant, car. a, est: 
plus ilmés an a> que b ; ce terme n'a dx)nc pu se rédfiire ave^j 
aaeijift dccetu^qui le suivent, et doit, par conséquent, s^ trouvera, 
peemier ^dai^s le reste {2] . En dj visaatdonc le precpiier terme C de 
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ce second reste par le double 2a du premier terme de la racine, 
on obtiendra pour quotient le troisième terme c . 

Ayant trouvé ce troisième terme, on sait que le polynôme pro- 
posé doit contenir le carré de la somme des trois premiers termes 
de sa racine, lequel carré" revient à (a+6}*+2ac4-2fe+^* • 
On pourrait former ce carré et le retrancher du polynôme proposé ; 
mais comme on en a déjà retranché (a+6)* , il suflBtde former 
les termes suivants et de les retrancher du reste [2]. Pour cela, on 
doublera les deux premiers termes de la racine, et Ton écrira à la 
suite le troisième, ce qui donnera 2a-+-2ft -\-c \oxi multipliera 
par c , ce qui donnera 2ac+26c+r ; on retranchera ce pro- 
duit du reste [2] , et Ton obtiendra un troisième reste 

D'+E'+F+etc. [3] 

D'après la loi de formation du carré d'un polynôme, ce reste 
doit contenir encore les doubles produits de chacun des trois pre- 
miers termes de la racine par le quatrième, plus le carré du qua- 
trième, etc., c'est-à-dire 

2ad+2M+2cd+d*+etc. 

Or, parmi ces termes, le premier 2ad est celui qui contient la 
lettre ordonnatrice x avec, le plus haut exposant; ce terme n'a 
donc pu se réduire avec aucun de ceux qui suivent, et doit par 
conséquent se trouver le premier dans le reste [3]. En divisant donc 
le premier terme D* de ce troisième reste par le double 2a du 
premier terme de la racine, on obtiendra le quatrième terme d . 

Ayant trouvé ce quatrième terme, ou sait que le polynôme pro- 
posé doit contenir le carré de la somme des quatre premiers termes 
de sa racine, lequel carré revient à 

(a-f6+c)*+2ad+26rf+2cd4-d*. 

On pourrait former ce carré et le retrancher du polynôme pro- 
posé ; mais comme on a déjà retranché (o+6+c)* i il suffit de 
former les termes suivants et de les retrancher au reste [3], Pour 
cela, on doublera les trois premiers termes de la racine, et I'oq 
écrira à la suite le quatrième, ce qui donnera 2a-j-26-|-2c + rf; 
on multipliera par d , <;e qui donnera 2ad+26d-f-2cd-f-d* ; 
on retranchera ce produit du reste [3], et l'on obtiendra un qua- 
trième reste, sur lequel on opérera comme sur le précédent. 

En continuant ainsi, on obtiendra successivement tous les termes 
de la racine ; et Ton reconnaîtra que l'opération est terminée lors- 
qu'on parviendra à un reste nul. 

S4i. Soit à exiraÎFe la racine carrée du polynôme 
4«V+16aV— 20oV-f 40fl«ar*— 34«lT+9a« . 
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Dans la pratiqi», on dispose Topiiration comme .ci-dessous : 
^4aV + 4«aî* 



[I] +16a»j;^— 20a»a;5+40ït«a;-«— 24a''a?+9a» + 4aa;3-f- 4a»a;« 

+!2a5x-5+24a«a;*— 24a'ic+9a8 — 4a5a? 



— i 2a«a&5--24a«a;^+24a'^a;— 9o« + 1 6a'*a;'^— 32a»3?^+ 1 Cm^x* 

+3rt« 



+ 1 2a V+24a<ix^— 24a7aî+9a8 

et l'on déduit de ce qui précède la règle suivante, dont on peut 
Tôrifier l'application sur l'exemple qu'on vient de traiter. 

Pôur extraire laracitie carrée d\m polynôme, on l* ordonne par rap- 
port aux puissances d'une certaine lettre; on tire à sa droite un trait 
vertical pour le séparer de la racine à obtenir, et Von tire un trait 
horizontal au-dessous de l* espace réservé à cette racine. On extrait la 
racine du premier terme du polynôme, et on V écrit comme premier 
tervie à la racine. On fait le carré de ce premier terme, on le retranchedu 
polynôme proposé, et l'on obtient un premier reste [l]. On écrit au- 
dessous de la racine le double de son premier terme ; on divise le pre- 
mièr terme du reste [\]par ce double du premier terme de la racine; le 
quotientest le second terme de la racine. On écrit le double dupremier 
ternie de la racine; à sa droite on écrit le second terme, et l* on multi- 
plie la somme par ce second terme ; on retranche le produit du reste 
[I] et l'on obtient un second reste [2]. On divise le premier terme de ce 
second reste [2] par le double du premier terme de la racine ; le 
quotient estle troisième terme delaracine. On écrit le double des deux 
premiers termes de la racine ; à la droite de ce double, on écrit le 
troisième terme de la racine ; on multiplie la somme parce troisième 
terme ; on retranche le produit du reste [2], etVonobtient un troisième 
reste [3]. On divise le premier terme de ce troisième reste par le double 
du premier terme de la racine, et l'on obtient le quatrième terme de la 
racine ; et ainsi de suite. L'opération est terminée quand on obtient pour 
reste zm0 . 

242. L*opération serait impossible : 

t^ Si le plus haut ou le plus faible exposant d'une lettre quel- 
conque dans le polynôme proposé était impair. Car, en ordonnant 
par rapport à cette lettre, il fautque le premier et le dernier lerraes 
soient des carrés parfaits, ce qui exige que les exposants de ces 
termes soient pairs ; 

Alg. s. \d 
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:. a*î s» vftpkTèSfikVoir ordonné par rapport aux puiKanGesd^une leltre 
quelconque, le premier et le dernier termes n'étaient pas des carrés 
parfaits; 

3** Si le second terme n'était pas exactement divisfblepar le 
double de la racine carréedu premier, ou si l'avant-dernier terme 
n'était.pas exactement divi3ible par le double de la racine carrée 
du dernier; 

4® Si, dans le cours de l'opération, on parvenait à un reste dont 
le premier terme ne fût pas exactement divisible par le double du 
premier terme de la racine obtenue. 

24?. Lorsqu'un polypQme n'est pas un carré parfait, on peut 
encore appliquer arbitrairement la règle du n** 241 jusqu'à ce 
qu'on parvienne à un cas d'impossibilité, au quatrième par exem- 
ple. Il résulte alors des calculs effectués que le polynôme proposé 
est identiquement égal au carré de l'ensemble des termes trouvés à 
la racine, plus le reste auquel on est parvenu. L'opération n'a 
d'autre résultat, dans ce cas, que de décomposer le polynôme pro- 
posé en deux parties dont l'une soit un carré parfait. Tel est, en 
effet, le seul but qu'on puisse, alors se proposer. 

Si, par exemple, on applique la règle du n** 241 au polynôme 

qui n'est point un carré parfait, puisque son dernier terme ISa? 
n'est pas un carré, après avoir obtenu à la racine les trois termes 

on trouve pour reste iOa^x — 12a® . 

Il en résulte que le polynôme proposé peut se mettre sous la 
forme 

C'est le seul résultat qu'on puisse tirer des calculs effectués; mais 
ce résultat peut avoir son utilité dans certaines circonstances. 

244. Remarque. Nous avons supposé qu'en extrayant la racine 
carrée du premier terme du polynôme proposé on prenait cette 
racine avec le signe +; mais, d'après ce qui a été dit au n**245, 
on pourrait aussi la prendre avec le signe — . Il est aisé de voir, 
en récapitulant les calculs à effectuer, que l'on obtiendrait alors la 
même suite de termes à la racine, mais que ces termes auraient 
tous un signe contraire à celui qu'ils auraient eu si l'on eût pris le 
premier terme avec le signe +. En sorte qu'on obtiendrait la 
même racine totale, changée de signe, ce qui est en effet une solu- 
tion du problème. 

245. Pour extraire la racine carrée d'une fraction algébrique, il 
faut extraire la racine de chacun de ses termes; cela résulte delà 
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loi de formaiion du carré d'une fraction (837). Ainsi là racine car- 
rée de la fraction 



25a«— 60aa? + 36 a:* ^, , 5( 
— • 777-v ^St =h- 



Si Tun des deux termes n'est pas un carré parfait, on se contente 
d'indiquer la racine : ainsi la racine de 

s rtcrir. ^ . 

On a vu (IKO à 161) comment on doit faire entrer dans le 
calcul les quantité affeclées de radicaux du second dcgn\ 
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226 PUISSANCES ET RACINES. — ÉQUATIONS BICARRÉE ET EXPONENTIELLES: 



CHAPITRE X 

ÉQUATION BICARRÉE. PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ 
A PLUSIEURS INCONNUES. 

§ I. De la résolution de Féquation bicarrée, et des problèmes qui conduisent 
à une équation de cette espèce. 

24G. Ou nomme équation bicarrée une équation du quatrième 
ttegré qui ne contient que les puissances paires de l'inconnue. Lors- 
qu'on a fait disparaître les dénominateurs, passé tous les termes 
dans un seul membre, réuni en un seul tous ceux qui contiennent 
rinconnue à la quatrième puissance, en un autre tous ceux qui 
la contiennent à la deuxième puissance, enfin en un troisième tons 
ceux qui sont indépendants de l'inconnue, l'équation bicarrée se 
présente sous la forme 

Pour résoudre une pareille équation qui ne diffère d'une. équa- 
tion du second degré qu'en ce que x y est remplacé par x* et 
x^ par x\ on pourra prendre comme inconnue x^. On posera 
donc 

x^=y d'où x^=y^- . 
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, elle deviendra 

d'où l'on tirera 



y= — -\ • 

Maintenant, de a:*=:y , on déduit x=z±yjy ; mettant donc 
pour y les valeurs qu'on vient de trouver, on aura finalement 



^=^v — t — 



1 
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ÉQUATION BiGARRÉ£. 227 

ce qui fournil pour x quatre valeurs, en combinant les signes 
de toutes les manières possibles, savoir : 



x=^\l'- 



2a 

_ . / — 6 + V/6»— 4ac 
^— ""V 2a 

— 6— \/6»--4ac 
2a 



x=-\J- 



2a 

Ces valeurs sont deux à deux égales et de signe contraire, et c'est 
ce qu'on pouvait prévoir. Car, si une valeur quelconque a , mise 
pour X , satisfait à Téquation proposée, la valeur égale et de signe 
contraire — a y satisfera également, puisque le carré de — a 
est le même que celui de -j^a , et que par conséquent il en est de 
môme de leurs quatrièmes puissances. 

247. I. Soit, pour exemple numérique, Téquation 
a:*— 169ir'+3600=0 . 
En posant x'^=iy , d'où a:*=y* , on obtient 

y*— 169y +3600=0 , 
équation qui donne pour y deux valeurs 
y=144 et y=25 ; 
mettant ces valeurs dans x^=y' , il vient 
x^=lH et ;r*=25 , 
d'oti. x=±l2 et xz=±S . 

II. Soit, pour exemple algébrique, l'équation 
x'—2(a^+b^)x'+{a^—by=0 . 
En opérant comme ci-dessus, on aura successivement 

y'-2(a'^+b')y+(a'-br=0 , 
d'où yz=a^+b^±iab , 

c'est-à-dire yi=(a + è)* et y=^((i — by ; 
donc x^=(a + by et x^:=(a — by ; 

d'où a:i=:±(«+ô) et x=:.±(a — b) , 

c'est-à-dire 
xz^^^a-^-b , a:=— a— è , ar=:+a — b , a:= — a-jrè 
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' II est facile de vériGer que chacune de ces quatre valeurs satisfait 
effectivement à Téquation proposée. 

848. Nous allons donner quelques exemples de questions qui 
donnent lieu à la résolution d'une équation bicarrée. 

Problème I. Décomposer 120 en deux facteurs tels que la somme 
de leurs carrés soit égale à 289 . 

120 

Soit X Tun des fadeurs, l'autre sera — : on devra donc 
avoir a;«+^=289 , ou- a?*— 289a:«+ 14400=0 , 

d'où l'on tire x=zztin et x=±8 . 

Si l'on ne veut que des facteurs numériques, les valeurs posi- 
tives 15 et 8 peuvent seules convenir à la question ; mais si 
l'on admet les facteurs algébriques, on aura encore une solution 
en prenant — 15 et — 8 . 

Problème II. Trouver la base et la hauteur d'un rectangle sachant 
que sa surface est de 12"*' et que sa diagonale a 5". (On sup- 
pose connue la mesure du rectangle et le théorème de Pythagore.) 

12 

Soit X la base, la hauteur sera — ; or, d'après le théorème 

de Pythagore, la somme des carrés de ces deux dimensions doit 
égaler le carré de la diagonale; on doit donc avoir 

a;»+~=25 , ou- a;*— 25a;*+144=0 , 

d'où Ton tire a:=zh4 et x=±i . 

Ici les valeurs +4 et +3 sont les seules qui soient admis- 
sibles. 

Problème III. Partager 60 en deux facteurs tels que le carré 
du triple du premier^ plus le carré du double du second fassent une 
somme égale à 801 . 

Soit X le premier fadeur, le second sera — et l'on devra 

avoir (3^)*+(*|?)'=801 , ou 9^*+^=801 , 

ou enfin 9a:*— 801a:*+ 14400=0 . 

d'où l'on tire a:=±:8 et a?=rfc5 . 
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• i UQHÀTION BICARRÉE. . / .. , , . , . 2ï9*, 

Les seconds facteurs correspondants seront =t^ 6t =fcy \ 

15 

c'est-à-dire ±:-^ et ±12; et devront être pris avec le même 
signe que les premiers. 

§ II. Résolution, dana que2<|Ufi9 en» sfmplesy c^uu dystème 4^ p)iisieav9"éqtia- 
lions (dont une au moins du second degré) renfermant le mêine noflabre 
d'inconuues. 

249. Une équation à deux inconnues est dite du second degré 
lorsque, aprô^y.^yoir fait disparaître les déûwninateurs et effectué, 
lescalcùls, elle contient soit le carré de Tune des inconnues, soit 
le produit de ces deux inconnues. . . . , , 

En général, une équation à deux inconnues est du degré n , 
lorsqae, après avoir faitdisparaîlre les dénominateurset effeolUéifes 
calculs, la somme des exposants des deux inconnuesT^est tildans 
le tei*me où cette sonime est la plus grande. 

Nous nous occuperons, dans ce paragraphe» dé . la réôointiqnv 
dans quelques cas simples, d'un système de deux équations à deux 
inconnues, lorsque Tune au moins? de ces équations efet du sècôrid 
degré. - ' 

Soild abord le système des deux équations 

Si Ton tire de la première la valeur de y en ^ , savoir 
y=a — X , et qu'ou,la mette à la place de y daa$ la seconde, on 
obtient ' < - i ' - . 

x(a — x)=zb ou axy-x^'=b , > . ; ,: ^ 

ou encore , x^ — ax-^b=:0 . 

Si, au lieu d'éliminer y , on eût éliminé x , on serait parvenir 
à l'équation 

y^—ay+b=^0 , ^ : : . î . 

qui ne diffère de la précédente que par le caractère ijur représente 
l'inconnue; d'où il suit que la môme équation donné â la fois x 
et y ; c'e,st-à-dire : non pas que x et y sont égaux» mais qjie 
si l'on prend pour x l'une des valeurs fournies par l'équation du 
second degré à laquelle on çst parvenu, .il faudra prendre pour y 
l'autre valeur fournie par la même équation. 

On aurait pu prévoir ce résultat : carJe§ équations proposées s'ont 
symétriques en a: et y ; c'est-à-dire que si l'on y changeait x 
en y et y en X ^ elles no changeraient pas; il en résulte que 
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• 2Î0 rUlSSANCES ET RACINKS. — ÉQUATIONS BiGABRÉE ET EXPONENTIELLES : 

le calcul qui donne x est le même que celui qui donne y , el 
(]ua par conséquent il doit donner à la fois Tun et Tautre. 

On tire de ce qui prëcèdc ce TaiiioRÈvE de calcul : LonqueVmi a 
la somme et le produit de deux quantités, elles sont données l'une et 
l'autre par une même équation du second degré, dans laquelle le terme 
affecté de la seconde puissance de l inconnue a pour coefficient l'unité : 
le terme affecté de la première puissance a pour coefficient la somme des 
deux quantités prise en sigm con traitée , et le terme indépendant de 
rinconnue est le produit de ces mêmes quantités. . 

250. Soit, par exemple, à résoudre ce problème : Trouver ta 
base et la hauteur d'un rectangle, sachant que sa surface est de 48"-*» 
et que son périmètre est de 28" . 

En désignant p^ir x la base et par y la hauteur, on aura 
xy pour l'expression de la surface et 2x+2y pour celle du 
périmètre. On derra donc a^oir 

xy=i8 et 2^+2^=28 , ou x^y=li . 

En vertu du théorème précédent, l'équalion qui donnera à 1^ fois 
la base et la hauteur sera 

z]—Uz + i8=0 , 
d*oii z=:8 et z=6 , 

c'est-à-dire que si la base a 8" , la hauteur aura 6" ; ou que si 
la hauteur a 8° , la base aura 6" . Car z désigne indifférem- 
ment la base ou la hauteur du rectangle. 

251, Soit proposé un système quelconque de deux équations à 
deux inconnues, l'une de ces équations étant du premier degré, et 
l'autre du second. 

On pourra tirer de la première la valeur de y en ar , et, en 
la substituant dans la seconde, pu aura à résoudre un^. équation du 
second degré en x . Ayant déterminé x , on remettra sa valeur 
dans la première équation, et l'on tirera la valeur correspon- 
dante de y • Il y aura, en général, deux systèmes de valeurs; 
mais il jDourra arriver qu'un seul des deux systèmes convienne à 
la question particulière qui aura fourni les deux équations pro- 
posées. 

Soit à résoudre par exemple, ce problème : Un capitaliste veut 
placer à des taux différents une somme de 40000 fr. et une somme 
de 26000/r. S'il lés place à intérêts simples, il en retirera 6000 fr. 
au bout de deux am ; m&is s'il les place à intérêts composa, il en reti- 
rera 140 /r. de plus. On demande à quels taux le capitaliste ^e pro- 
pose de placer fos deux sommes. 

Soient x ^i y ces deux taux. Pour obtenir l'intérêt de 
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ÉQUATION BIGARflÉE. 234 

40000 fr. au taux x , au bout de 2 ans , à iuléfêîs simples, on' 
sait qu'il faut multiplier 40000 fr. par x et par 2 , et divi- 
ser le résultat par 400 . On obtient ainsi 

800^ . 

' On obtient de la même manière, pour l'intérêt de 25000 fr., au 
bout de 2 ans , et au taux y 

50Ôy . 

On aura donc, pour première équation 

800a?+500y=z6000 , 

ou Sx-^-^y—m . [1] 

En second lieu, pour savoir ce que devient un capital de 40000 fr, 
au bout de 2 ans , au taux â? et à intérêts composés, on sait 

qu'il faut multiplier le capital par M +-7^) i <^© ?*14 donne 

40000(1+4/. 

De même, un capital de 25000 fr., placé pendant 2 ans au 
taux y et à intérêts composés, devient 



^^^{^+m} 



Or, la somme de ces deux capitaux définitifs doit faire la somme 
des capitaux primitifs augmentée de ce qu'ils rapportent, c'est- 
à-dire augmentée de 6000 fr. plus 140 fr., ce qui fait en tout 
71 140 fr. On a donc pour seconde équation 

40000(l+4)*+25000(l+4)=7H40 , 

OU, en effectuant, chassant les dénominateurs et réduisant, 

8x*+1600a;+5y*-hl000y=12280 , [2] 

On tire de l'équation [11 

60— 8X r«T 

Mettant pour y cette valeur dans l'équation [2], faisant dispa- 
raître le» dénominateurs, et réduisant, on obtient 

13a;*— 120a:+275=0 . 
d'où 5?=:5 et 5!:=473 ; . 
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232 PUISSANCES ET RACINES. — I^UATIONS BICABRÉK ET EXPONENTIELLES: 

Ces vaiottrâ, mises pour x dans Téquatioa [3] donaeni 

y=4 et y=5r3 . 
Le problème admol donc deux solutions : 

x=^5 avec y =4 . 
et' ^=4^ avec y =5- . 

282. Soient proposées, maintenant, deux équations simples, 
toutes deux du second degré ; par exemple : 

^«+y«=289 , [l] 

ary=120 . [2] 

(La seconde équation est du second degré , parce que les incon- 
nues a; et y y sont multipliées entre elles (249).) 

On peut, d'abord, tirer de la seconde la valeur de y en x^ 
laquelle est 

et substituer cette valeur dans la première équation, qui ne con- 
tiendra plus alors que la seule inconnue x. On trouve ain^i 

OU, en faisant disparaître le dénominateur x^ , et transposant 
a:*— 289a;'-+14400=0 , [4] 

équation bicarrée, qui donne 

x=±:l5 et x=±:8 . 

Ces valeurs, mises pour x dans Téquation [4], donnent ensuite 

y=zh8 et y=±:15 . 

Les signes supérieurs doivent se correspondre ainsi que les signes 
inférieurs ; en d'autres termes, x ei y doivent être de môme 
signe, puisque leur produit doit être égal au nombre positif 120. 

Remarque. Les quatre valeurs de y sont précisément les 
mêmes que les quatre valeurs de a? . On pouvait le prévoir; car 
les équations proposéees étant symétriques par rapport à a: et à 
y, c'est-à-dire ne changeant pas quand on y change x en y et 
y cxix , il en résulte que le calcul nécessaire pour déterminer y 
doit être précisément le même que celui quî détermine x , et 
que, par conséquent, on doit trouver les mêmes valeurs pour ces 
deux inconnues.- ^ 
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Mais ce ne sont point tes valeurs égales qui se correspondent : 

à la valeur a:=+15 correspond y=+ 8 , 

— 15 _ 8 , 
+ 8 +15 , 

— 8 +15 . 

SS3. On peut encore résoudre le système des deux équations 
précédentes par un autre procédé qu'il est bon de connaître. 

On remarque que si, au premier membre de Téquation [1], on 
ajoutait le double du premier membre de l'équation [2], on obtien- 
drait le carré de a:+y ; et que si Ton retranchait au lieu 
d'ajouter, on obtiendrait le carré de x — y ; par suite, on con- 
naîtrait la somme des deux inconnues ainsi que leur différence; et 
en vertu du théorème démontré au n® 3 on obtiendrait immédiate- 
ment chacune de ces inconnues. 

On trouve, en effet, en opérant ainsi : 

a;'-+2^+y* , ou (a:+y)'=289+240^529 , 

et x^—ixy-\-y^ , ou (a;— y)»=289 — 240= 49 , 

d'où l'on tire a?+y==b23 , 

et X — y==i: 7 . 

Par suite x^=i — - — et y:= — ~^^ , 

ce qui donne pour x et y les valeurs écrites plus haut. 

254. Soit proposé, par exemple, ce problème : Trouver les deux 
côtés de r angle droit d'un triangle rectangle^ sachant que son hy- 
poténuse a 13 mètres, et que sa surface est de 30 mètt^es 
carrés. 

En désignant^ par a; et y les deux côtés demandés, et re- 
marquant que si l'un de ces deux côtés est pris pour base du 
triangle, l'autre mesure précisément la hauteur, on aura les deux 
équations* : 

x^^7/=im , 



et 



i^=30«-^ ou' xy=60 . 



* La somme des carrés des deux côtés de l'angte droit équivaut au carré de 
l'hypoténuse ; et la surface du triangle a pour mesure la moitié du produit de sa 
base par sa hauteur. (Voy/notre Géométrie ihéoriq'm et pratiiusy i" édition.) 
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On lire de là (x+y)*=i09+ 120=289 , 
et {x—yY=l(j9—l20z= 49 , 

d'où X'\-y=l7 cl X — y=^l . 

On peul se dispenser du double signe en remarquant que x el 
y doivent être positifs, et en convenant d'appeler x le plus 
grand de ces deux côtôs. 
On a ensuite (3) 

25S. Comme exemple d'une question à trois inconnues, soil 
proposé le problème suivant : 

Trouver les trois dimensions d'un parallélépipède rectangle^ sa- 
chant que sa diagonale a 7 mètres, que la surface de sa base est 
de 12'°'** , et que la somme de ses douze arêtes est de 44 mètres. 

Désignons pai x el y les deux côlés adjacents du rectangle 
de .base, et par z la hauteur du parallélépipède, nous aurons les 
trois équations 

xy={i , . . ,'[2] 

el 45? + 4y + 45=44 ou a:+y+^==** » [3] 

qui expriment : 1^ que la sommc.des carrés des trois arêtes abou- 
tissant à un môme sommet équivaut au carré de la diagonale; 
2® que le produit des deux côtés adjacents du rectangle de base 
mesure la surface de ce r^ectangle; i^ qme la sommei des idouse 
arêtes, lesquelles sont égales 4 à 4 , est de 44"*, 

Pour résoudre ce système d'équations, mettons la première sous 
la forme 

ar*4-y'-=49 — 2* . 

Ajoutons-la membre à membre avec l'équation [2] muUipliée 
jxar 2. ; nous aurons 

a:*+2a:y+y'-=49 — 2^+24 -, 

ou • (^+2^)^-=73— s* . 

Mais, de la troisième équation proposée, on tire 

x-\-y^^i\ — z . 

Mettant pour x-\-y cette valeur dans l'équalioff ci-dessus, il vient 

{ii-zy—n-^z- , : 

OU, en développant; transposant et réduisant, 

2z-~ 22^+48=0 f/ ... ■ ,: ■ 
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OU encore z^ — Uz+2.4:=ziO ; 

(Voù z=8 et z==3 . 

La valeur z=8 ne peut convenir au problème ; car le carré 
(le 8 est plus grand, ili lui seul, que 49 . Prenons donc ^=3 , 
il en résulte 

a:+y=l 1—3=8', 

et comme on a ;ry = 1 2 , 

on est ramené à un système analogue i\ celui du n^ 249. Dès lors 
on aura à la fois a: et y en résolvant l'équation 

M*_8w+12=0 , 

dans laquelle le terme en u a pour coefficient la somme 8 dos 
deux inconnues, prise en signe contraire, et où le terme indépen- 
dant de u est le produit 12 de ces mômes inconnues. 

Cette équation donne t*=6 et tt=2 . On a donc t=6 , 
y=2 ou bien a:=2 , y=6 . 

286. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes qui suivent : 

L Trouver la base et la hauteur d'un rectangle ^ sachant qve Ba 
diagonale a 3™. 7 et que s\mrface est de i^'^jâO. . 
(Réponse : 3"»,5 et I",2 .) 

H. Trouver une fraction telle que le produit (L' ses deux termes 
soit 12 , et que s/, à cette fraction', on ajoute la même fraction 
renversée^ on obtienne pour somme 2f^ . 

(Réponse : ^ ou * . j 

III. Calculer les trois côtes d*un triangle rectangle, sachant que son 
périmètre est de 90"" et que sa surface est de 180"*' . 

(Réponse : hypothénuse, 41™ ; côtés de Tangle droit, 40* 
et9"* .) 

IV. Calculer les trois arêtes adjacentes d'un parallélépipède rec* 
tangle^ sachant que sa diagonale a 13"" , que ta somma de ses faces 
est de 192"-*' , et que le périmètre du rectangle de base est de 14™. 
(Réponse : côtés du rectangle de base, 3" et 4™ ; hauteur du 
parallélépipède, 12" .) 

V. Partager 17 en trois parties telles quèli somme de leurs carres 
soit égale à 121 , et que le produit des deux parties extrêmes soit égçtl 
au triple de la partie moyenne, 

(Réponse : 2 , 6 , 9 .) '\ 
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286 PUISSANCES ET RACINES. — EQUATIONS BIGARRÉE ET EXPONENTIELLES: 
§ HT. Discussion de réquation bicarrée. 

287. L'équation bicarrée peut se présenter sous l'une des deux 
formes 

x^'^px^-\-q=0 , ou ttr*+6a7*+c=0 * 

En posant x^=:y , on peut écrire 

y*+W+?=0 , ou flfy*-f %+c=0 . 

Soient y' et y" les deux racines de Téqualion en y , on 
aura _ 

x'=±yjy' et x''=±\ff . 

1** Si y' et y" sont réels et positifs, on aura pour x quatre 
valeurs réelles, dont deux positives et deux négatives, égales deux 
à deux en valeur absolue. Ce cas se présentera quand on aura en 
même temps 

q>0 , p<0 et Ç-î>0 , 

ou c>0 , ft<0 et 6'-— 4ac>0 , 

attendu que a peut toujours être supposé positif. 

2** Si y' est positif et y" négatif, %n aura pour x' deux 
valeurs réelles, égales et de signe contraires ; pour x" deux va- 
leurs imaginaires. Ce cas ajira lieu pour 

9<0 ou c<0 . 

3** Si y' et y" sont tous deux réels cl négatifs, on aura pour 
œ quatre valeurs imaginaires Ce cas aura lieu pour 

q>0 , p>0 et Ç— ry>0 , 

ou c>0 , ft>0 et lr—fiac>0 . 

4"* Si y' et y" sonlimaginaires, il en sera de même des qua- 
tre valeurs de x , puisque la racine carrée d'une quantité ima- 
ginaire du second degré est elle-même imaginaire (166, VI). Cecas 
se présentera pour ' 



î>0 et Ç-ry<0 , 



4 

OU' o>0 et b^—iac<0, 

5° Si y' et y' sont égaux!, 1^ valeurs positives de x seront 
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égales entre elles, et les valeurs négatives égales entre elles. Cela 
aura lieu pour 

^—q=0, ou 6'-— 4a(;=0 . 

Elles serontd'ailleurs réelles, nulles ou imaginaires, suivant que 
y' et y' seront positifs, nuls ou négatifs, c'est-à-dire suivant 
qu'on aura 

p<:0 , p=0 , p>0 , 

ou 6<0 , é=:0 , é>0 . 

6** Si l'équation en y a des racines infinies, il en sera de même 
de l'équation en x . Mais celles-ci pourront être réelles ou ima- 
ginaires, suivant que les racines de l'équation en y seront égales 
à l'infini positif ou à l'infini négatif. 

258. Comme exemple de cette discussion nous traiterons la 
question suivante : 

Problème. Un capitaliste place deux sommes ti et h à des taux 
différents et à intérêts composés pendant deux ans, et obtient au bout 
de ce temps un capital définitif total c . S*il eût placé les mêmes 
sommes une année au premier taux^ et l* année suivante au second 
taux, le capital définitif total eût été A . On demande quels, sont ces 
deux taux. * . 

Désignons par t et t' les deux taux demandés, La sommes a 
au taux t . et à intérêts composés, devient au bout de deux ans 

afl-j-T^j ; la somme b au taux t' , à intérêts composés et 

1-f-TTTJ . On a donc pour 
première équation 

La somme a au taux t , au bout d'un an, devient ^(^'\^7qr) \ 
cette dernière somme au taux t' , au bout d'une autre année, de- 
vient à son tour ^(1+7ôâ)(1+7ââ)« ^^ somme b , placée 

de la môme manière, deviendrait *(l+|5j[j) (*+îôô) • ®" ^ 
donc pour seconde équation 



(«+*)0+ï5ô)(»+ï^)-'^ 
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Pour simplifier le calcul, prenons pour inconnues les quantités 
t t! 

l+îÂQ et *"l"foô ^ posons en conséquence 

Les deux équations du problème deviendront 

flfx'+^y*=c et {a-{-b)xy=d . 

Si Ton prend dans la seconde la valaur de a? en y pour la 
substituer dans la première, on trouve, après avoir fait disparaître 
les dénominateurs, 

a(a+6)V— (a+6)*cj?'-+M*=0 ; [1] 

en ne mettant point dédouble signe devant le radical total, attendu 
que X doit être essentiellement positif. 

En éliminant au contraire x entre les deux équations propo- 
sées, on arrive à l'équation 

b(a+b)Y—(a^bycy^+ad'=zO ; [3] 

d'où ./(a+b)cz^Via+b)^c^--^al>d* 

On doil mettre ip au lieu de ± devant le radical intérieur, 
afin qu'en prenant les signes supérieurs, ensemble ou les signes 
inférieurs ensemble, on obtienne un système de valeurs qui satis- 
fasse aux équations proposées. 

l*" Le second terme des équations [1] et [3] étant essentiellement 
négatif, et le troisième étant essentiellement positif, il s'ensuit que, 
pour que les valeurs obtenues soient réelles, il suflilque le ra- 
dical intérieur le soit, c'est-à-dire qu'on ait 

Le problëfDe est alors susceptible de deux solutions distinctes. 
Ayant obtenu x'ei y y on en déduira facilement 

r^lOOz:— 1 et l'=100y— 1 . 

Comme cas particulier, supposons que les deux modes de place- 
ment donnent le même capital définitif, ou qu'on ait c=d ; les 
valeurs de x et de y deviendront 



V 2a{a-\-b) ^ V 



26(a+6) 
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oe qui donne les deux systèmes 

ff à / c 6 ti ^ I c a 

Le premier système donne a/=y' , solution évidente à priori 
dans ce cas. 
2« Si l'on a {a^byc^=kabd' , [6] 

les deux systèmes se réduisent à un seul : 

Dans ce cas, on ne peut supposer c=zd sans supposer en même 
temps a=b ; car si Ton fait c=d dans la relation [6], elle se 
réduit, en divisant par c* , à 

{a+by=kab , d'où a*— 2ad+6^=0 , 
ou {a — 6)*=iO , ou enfin «=r:A . 

S"» Si l'on a (a+ô)V*<4«*rf* , 

les deux systèmes sont imaginaires. 

4® Si l'on suppose a=0 , l'équation [1) donne pour x^ une 

d 
valeur infinie, et une valeur finie — a:=7y7= . 

L'équation [3] donne y*=0 , et y=\/^ pour les valeurs 

correspondantes. 

On peut s'assurer que le second système satisfait alors aux deux 
équations proposées. Quant au premier, il s'explique en remar- 
• quant que si la somme a était très-petite, l'un des systèmes re- 
présentés par les équations [2] et [4] donnerait pour x une valeur 
très-grande et pour y une valeur très-petite; en sorte que si a 
devient nul, a: devient infini et y nul. 

5® Si l'on suppose à la fois a=0 et b=zO , toutes les valeurs se 

présentent sous la forme ^ ; mais si Ton commence par faire 

i=:a dans les équations [1] et [3], et si l'on supprime le fadeur 
a alors commun à tous les termes, puis qu'on fasseensuite a;=0, 
ces équations se réduisent toutes deux à d*=0 , ce qui indique 
que les valeurs de x et.de y sont infinies (176 et 8S7, G°). Il 
est évident, en effet, qu'il faudra un taux d'autant pltfs élevé pour 
Alg, s. 16 
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obtenij-iip^méraçcapitaçldéfiflUif., <j^çi U.caflit^|,prifiHt|f,^er4jplus 
petitret qiiè par conséquent si le capital primitif devicî^^J^^^,.il 
faudra un taux infininaent erand. 

289. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes suivants : 

I. Trouver les qitatre^ termes âhine proportion par quotient, dont 
la raison est q , sachant que la somme des carrés âèoes^ermès êêt^gak 
« a , eï que letir produit e^t égala b . , 

II. Inscrire dans une sphère un cylindre dont la surface soit équi- 
valente à un cercle donné/ :: : : / v ' ' 

III. Partager wp nombre a en deuœ pfotties^ {elles qm^ ^ lonjm^l- 
tiplie respectivenieht leursf carrés par m^ et n ^la différence des pro- 
duits soit égale à un n,omhre donné b^ / . 

IV. Trouver les rayons def hases d'un tronc 4e cône ^ connatssaÀÏ sa 
hauteur, son volume^ et la moyenne géométrique entre l^sj^^r faces fie 
ses hnsef[^x\ èburrà représenter cette moyenne par ^>u^/ace 'd'un 
cercle tfolàné, et le volume du trotic'par celui d'ûii^/çyliad^^^ 
môme hauteur.) 

260. On a vu que la résiblulion d^Téqnation bicarrée conduit 
en général à des valeurs de la forme 

dans laquelle un radical du second degré porte sur une quantité 
composée d'une partie rationne/le d , et d'une partie irration- 

On peut;, dans ççrlainscas particuliers, transformer cet.tf.^xpres- 
sion en une autré,lcpmjposée de deux radicaux séparés, [tèi|jB.j(jup 

yjm-r\/n • 
Pour y parvenir, posons ^ 

d'où ' ''/_^_Qp^=a^'^^ , ou i^— 4^\/?J /''' t Al vr..'* 

et, en élevant une seconde' f^laii^arréi et faisaiil pâssefr touiîtes 
termes dans un membre. 

Cette équation i)iôarrée pîeut être considérée (28!!) ^cï^miber' ré- 
sultant de l'élimination de y entre les deux équationà- ' ' ' '•' 

x^'-l-yHi^Sa' et/ 'an/=:y[^^^/ , 
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yôtème d'équations totam 



Or, si Tan iraitê ce système d'équations comme au 'ti^ !iè»al,' on 
obtient: ' ' ! 



• i Ml M 

Par conséquent : .^ . . . 

.r+y=div/2a'+2VSer6'^ ' • ; " 

et a:— y=it:^2a— 2v/«**-:6, • •«. • \ ^ 



OU 



ya±^^^^^ 



Sous cette forme on voit que la transformation qu'on se propose 
serait effectuée si à^—b était un carré parfait; car, en désignanl 
sa racine par c , on aurait 



:r=:zfcy/2±Sd:y^ .. 



jt (f:i 



Quant au\ signes qu'il conviendra de prendre, on remarquera 
que si Ton élève celle vaieur^u carré, on obtient 



--C» 



et qu'il faut mettre le signe -^ ou le signe — dçvarit^e radi- 
cal, suivant que les deux radicaux séparés, qui entrent flans la 
valeur de .v , sont pris avec le même signe ou en signe cofitraire. 
Or, on doit avoir aussi 

Les deux radicaux de la valeur trouvée pour x devront donc être 
pris avec le même s igne ; et fie sigije devra être -j- si l'expression 
proposée ^a+V^ est elle-même précédée du signe + . Ce 
signe devrait au colitraire être — , si l'expression proposée était 
préçédée.da signe — . En sorte qu'on a 



S'ili^'agissiiit4»au contraire, de rexpjresaâoa; s/«^ V^ , on trou- 
verait de même : . / 
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Exemples. I. Soit proposée Texpression 



Vs—V^o • 

On a, dans ce cas, «' — 4=64 — 60=4, d'où c=:2 , par 
suite 

IL On démontre en géométrie qu'en appelant R le rayon d'un 
cercle, m le côté d'un polygone régulier inscrit, et x le côlé du 
polygone régulier inscrit d'un nombre double de côtés, on a 

On a, dans ce cas, 

a»— Ô=4R*— (4R*— 4m*R*)=4m*R'- , 
d'où c=2mR ; 



par suite x—\J — ^ y ^ ' 

ou ir=VR(R+m)— v/R(R— m) . 
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CHAPITRE XI 

DES PUISSANCES ET DES RACINES d'uN DEGRÉ QUELCONQUE 
§ I Des Combinaisons. 

26i . La formation des puissances des polynômes exigeant la 
connaissance de la théorie élémentaire des combinaisons, nous al- 
lons d'abord l'exposer, afin de ne pas interrompre ce que nous au- 
rons à dire sur les puissances. 

On nomme combinaisons de m objets n à n les différentes 
manières de grouper ces objets w à », de telle sorte que deux 
groupes diffèrent au moins par un des objets qui y entrent. 

On nomme permutations de n objets les différentes manières 
de les ranger suivant une figure déterminée, par exemple en ligne 
droite. 

On est convenu de nomm^v arrangements de m objets n à n 
les différentes manières de ranger ces objets suivant une figure dé- 
terminée, en ligne droite par exemple, en les prenant nkn. 

Il résulte de ces définitions que si, après avoir formé toutes les 
combinaisons de m objets n k n , on effectuait, dans chaque 
groupe de n objets toutes les permutations possibles, on obtien- 
drait précisément tous les arrangements possibles de ces m ob- 
jets n à » .En sorte que, si Ton multiplie le nombre des com- 
binaisons de m objets nkn , par le nombre des permutations 
qu'on peut faire subir à un groupe de n objets, on obtiendra 
précisément pour produit le nombre des arrangements possibles de 
ces m objets nkn. 

Si donc on désigne par Cm,n le nombre des combinaisons de 
m objets w à n ; par ?« le nombre des permutations qu'on 
peut faire subir à un groupe de n objets; et par A^^n le nom- 
bre des arrangements possibles de m objets n à w, on aura la 
relation 

d'où l'on déduit C„,n=:^ ; 

c'est-à-dire que, pour obtenir le nombre des combinaisons de 
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m objets * n à tf , il faat divUer 1« oombne àts$ arraDgemènta 
possibles de ces m objets n kn ^ par le nombi^e des permuta- 
tions qu'on peut faire subir à un groupe de n objets. 

Nous, allons dooe chercher à déterminer Agn> ot P* ; notti 
en déduirons Cm,% . 

Afin de iixer les idées, nous supposerons (jtie les objets dam il 
s'agit sont les lettres de Talphai^U C^^ désignera alors H nom<- 
bre de manières de prendre m lettres .n à it i» de tetlb sorle 
qu'on obtienne, en les multipliant, autant de produits distincts. 
P„ désignera le nombre de maniérés d'écrire à la suitti les unes 
des autres n lieUres déterminées. Enfin Am,n désignera Ur Aom> 
bre demaqiëres d'écrire è la suite les unes des aatres n kUres, 
prises, de toutes les laiçous possibles, sur un nombre lotal de ,m 
lettres. 

262. Soient a , i , c , </ , : . . v A , 4 / , iesm 
lettres considérées, a 

Le nombre des unaogemenls de ces m lettres 1 à 1 est 
évidemment égal au nombre de ces lettres ; on a donc 

Cherchons à fôrmçMes arrangements 2 à î . Pour cefa ■ il 
suffira de prendre tour à tour chacune des m letti'cs, et d'écririe 
à sa droite chacune des w~t lettres restantes; ce qui donnera 



a6 


ba 


m 


. Ja 


«p 


bc 


cb . 


. Ib 


ad 


bd 


cd . 


. le 


ak 


bk 


cic .' 


'. Ih 


al 


bl 


cl . 


. Ik 



On aura bien ainsi tous les arrangements 2 à 2 ; ii 6«ffîi<peur 
le démontrer de faire voir qu'aucun arrangement n'a été omis, èl 
qu'aucun n'a été répété. Or, 1^ considérons un arrangement quel- 
conque ck . On a pris chaque lettre à soU tour poar former une 
colonne verticale; on a donc pris en particulier la leltm « . A la 
suite de cette lettre, on a écrit successivement chaicunedes lettres 
restantes; on a donc écrit en particulier la lettre k ; ce qui a 
donné l'arrangement ck . Donc, aucun arrangement n'a été omis. 

â"" Comparons deux arrangements quelconques écrits dans le ta- 
bleau ci-dessus. Ou ils se trouveront dans une même colonne ver* 
ticale, et alors ils différeront par la dernière lettre; ou ils se trouve- 
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roBtrdattSJâ6ax> colbntieéiâiifëi^ntesvebaloi^ iU diflérerMt ^arla 
première lettré. Dioic^n tdasrles aprangementk cètM«s^ âofft^ dis- 
IJDCts. .-'•.:•' »• '., '':•'-••■. ■"■v. ♦ ' •'•' •! • *;<••./!• .. î ' 

Donc enfiU, du a Uen ainsi'' toiis ks arpaiigeweiits 3 k 2 ^ Il 
reste à en déterminer le nombre. Or, il y a autant4e GdldimeBqaUl 
y à A^ftfralrfiemenlis i k l .mi lAô' lettres ; c'eàt-à;4rre' tu ;iet il y 
a fu\^^ ti arràfigemttQlS'âans^haqiie eqlennc^; i\ y d'àoricen-tout 
w(»ft!^-- 1) rirrÉingements^<2 à2 ,veltron!ai • . - : ^^' 

FortA^tfs ïes'ài^raiîgeménts 3à^ 3 ;Pbttr'^la; {IfetiÉrà dé ptèn- 
dre lèUr'àHoût c^haqnîé arratigeinéhl' 2 à 2 ', et d%cfH*c?a^sa suite 
chafeuhë fleism-^ï lettrts-teiantér, «ëqtfJ d^ * 



abc 


acb 


bca 


. kla 


abd 


ncd 


bcd ■■ . 


. klb ■ 


abe 


ace 


bce 


. klc 

» 1. ' / 


r 


!;..-• 


■•'.'.':■ ]■ 


' ■. -.V: i 


abl 


ml 


¥ -1 


. klh . 



On /amra .bief ainsi tpiK léâ.arra^mapts/ 3 i, 3.. , £^ effet : 

Jr.Uoi^ift&rw^ftii aî;raA8em^t qjneJpQnqnÇ; Jtf A; / On a pris, à 
son.^^^-,^i^bjaflu,e, ari:ftp^Jî]jeQtj â à î /pfluç /bi^er une colonne 
verticale; on a donc pris eh particulier l'arrangement bc . On a 
écrit à la suite chactrne des lettres restante^ ; oti a donc écrit en 
particulier la lettre £' , ce qui a doiiné Tat^rangement bck . Donc 
aucun arrangement nva été omis. 

2"" Comparons deux arrangements quelconques écrits dans le ta- 
bleau ci-dessus. Ou ils sont dans la même colonne verticale, et alors 
ils diffèrent par la dernière lettre; «u ils^pntdans deux colonnes 
différentes, et alors ik diffèrent au moins par l'ordre des deux pre- 
mières lettres, comme abk et bak .Donc tous les arrangements 
écnte^onSi^stincCs. . . ; . - r 

BQBorieofiûv oB'aibiea^hksi tomsl^aar rangements 3 à 3 . Il reste 
à «bff^tenvfner le^iiombce. Or, iè y i autant de colonnes qu'il 
y a A'jarrangeînettteî 2 4 2, c'est-à-dire A«,t ou m{m — 1) ; 
etv daitis chaque colbnsé^ il y a m-^ 2 arrangements ; il y a donc 
en^iout' m(m ♦*^ i)'(m --t 2) arrangements 3 à 3 ; et Ton a 

" ;; A,«,3=^w(w— l)(m— 2) . 

La loi de formation de ces valeurs est évidente. Mais on peut la 
démontrer d'une manière générale. Concevons que nous ayons 
trouvé le nombre km,n^{ des arrangements n — 1 à n — I , et 
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qae nous voulions former les arrangements nhn . JPour cela, il 
suffira de prendre à son tour chacun des arrangements n — 1 à 
n — 1 , etd'écrire à sa suite chacune des lettres restantes, lesquelles 
sont au nombre de m — (n — 1) du m — n+l . On formera 
ainsi autant de colonnes verticales qu'ily a d'arrangements n — 1 
à n — 1 , et dans chacune de ces colonnes il y aura m — n^l 
arrangements. 1** Aucun arrangement n k n n'aura été omis; 
car, soit, par exemple, Tarrangement abc. . ,gh que nous sup- 
poserons formé de n lettres. On a pris à son tour chaque arran- 
gement n — 1 à n — 1 pour former une colonne verticale ; on a 

donc pris en particulier Tarrangement abc g .On écrit à la 

suite chacune des lettres restantes; on a doncécrit en particulier la 
lettre h , ce qui a formé larrangement abc gh .2** Aucun ar- 
rangement n'a été répété; car, si Ion compare deux arrangements 
écrits dans le tableau formé comme il vient d'être dit, ou ils seront 
dans une même colonne verticale, et alors ils différeront par la der- 
nière lettre; ou ils seront dans deux colonnes différentes, et alors 
ils différeront au moins par l'ordre des n — 1 premières lettres, 
comme abc, . . .gh et gbc. . . ^ah . * 

Donc enfin on aura bien tous les arrangements nàn . Pour en 
déterminer le nombre, il faut multiplier le nombre des colonnes, 
ou le nombre des arrangements n — 1 à n — 1 , c'est-à-dire 
Aff,,„-i , par le nombre des arrangements contenus dans chaque 
colonne, c'est-à-dire par m — n-f-1 ; on aura donc 

Am,n=Am.„-j.(w— » + l) . 

Cette formule étant générale, on peut y donner à n toutes les 
valeurs entières depuis 2 jusqu'à n ; on obtient ainsi 

Am^=A„,i.(w— 1) 

Am,s = Ato,2 '(m — 2) 

Am,4 = ATO,3.(w — 3) 



Am,n=Am,n-l.(w — n+1; . 

Si l'on multiplie ces égalités membre à membre, qu'on suppri- 
me les facteurs Am,2 , Am,3 , Aw,4 , Am,n~i communs aux 

deux membres, et qu'on remplace Am,n par sa valeur m , on 
obtient 

Am,n=w(m— 1) (m— 2) (m— 3) (iw— n+1) . 

263. Remarque. Le second membre se compose de n facteurs, 
qui vont en diminuant d'une unité, à partir de m qui est le pre- 
mier. Ainsi le nombre des facteurs est toujours égal à l'indice n 
de Am,n ; le nombre des arrangements 2 à 2 est exprimé par 
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2 facteurs; le nombre des arrangements 3 à 3 est exprimé par 

3 facteurs, etc. ; le nombre des arrangements n k n est exprimé 
par n facteurs. 

Exemple I. Combien peut-on former de nombres de 3 chiffres 
avec les chiffres impairs 1 , 3,5,7,9? 

Le nombre demandé est le nombre des arrangements de 5 objets 
3 à 3 ; il est donc égal à un produit de 3 facteurs, dont le pre- 
mier est 5 , et dont les autres vont en diminuant successivement 
d'une unité. Ce nombre est donc 

3X4X3, ou 60 . 

Exemple II. Combien peut-on former de rubans rayés de 4 cou- 
leurs avec les 7 couleurs du prisme ? 

Le nombre demandé est le nombre des arrangements de 7 objets 
4à 4 ; il est donc égal à un produit de 4 facteurs, dont le pre- 
mier est 7 , et dont les autres vont en diminuant successivement 
d'une unité. Ce nombre est donc 

7x6x5x4 ou 840 . 

Exemple III. Six joueurs jouent à un jeu de cartes où l'on donne 
une carte à chacun ; de combien de manières peut-il arriver qu'ils 
soient servis ? 

Le nombre demandé est le nombre des arrangements de 32 objets 
6 à 6 ; il est donc égal à un produit de 6 facteurs, dont le pre- 
mier est 32, et dont les autres vont en diminuant successivement 
d'une unité. Ce nombre est donc 

32 X 31 X 30 X 29 X 28 X 27 , ou 652458240 . 

Si le jeu était de 52 caries, le nombre demandé serait 

52 X 51 X 50 X 49 X 48 X 47 , ou 14658134400 . 

264. Evaluons maintenant le nombre des permutations possi- 
bles qu'on peut faire subir à n objets. Les permutations ne différent 
des arrangements qu'en ce que i'on prend toutes les lettres ; en 
d'autres termes, le nombre des permutations de n objets est 
égal au nombre des arrangements de n objets n à » ; c'est-à- 
dire que l'on peut écrire 

Si donc on remplace m par n dans la valeur de Am,n , on 
aura la valeur de P„ . On trouve ainsi 

P„=n(n-l)(n-2)....2.1 , 

ou P„=1.2.3.... (n— l).n . 

C'est-à-dire que le nombre des permutations de n objets est 
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égal au produit de ta sulle naturelle des ifrombrôs^ depuis 4 jiis4 
qu*à n . , '^ ' 
On remarquera. q^ie» codine d^qa la loravileilos arra^^^n^ents, 
le nombre des facteurs est égal à » . . .^ m , ^, ., j 
On aurait pu établir cette formule directement. ' ' , 
Supposons, en effet, qu'on ait formé les perijautations. dç 
n — 1 lettres a, t, c, .:.. fc, et que leur nombre sort 
P„_i . Pour former les permutations de n lettres, on prendra 
chacune des peimatatlons de ti— 4 leitrési -eton y'ifitt-odèira^ 
la n**"' lettre, / , sucessivement à tentée leis places. Les pet-' i 
mutations ainsi obtenues seront toutes di^pe^Qs; par elle différe- 
ront, ou par l'ordre des n — 1 lettres primitives, ou parla place 
qu'occupe la n*"* letti-e introduite / . D'ailleurs, auou^fe pét^- 
mutation ne sera omise; car, si l'on considère la permu talion 
ablc — A- , par exemple, on voit qu'elle provient de la permuta- 
tion abc k de n— 1 lettres, dans laquelle on a inlrofttfil 

/ à la 3* place; elle a donc dû être formée. On aura donc bien 
ainsi toutes les permutations de n lettres. Or, chaque permuta- 
tion de n — 1 lettres en fournira n de n lètlt^s;. ^car k: 
lettre / peut être mise ii n plaees diférenles^; o» aui^«àoacT rJ 

Pn=Pn~lXn . v-T 

Si, dans cette formule, qui est générale, on donne « h toutes 
les valeurs depuis 2 jusqu'à n , on obtient 



P„ = P«-.1,M • : 

Multipliant terme à terme , supprimant les facteurs communs 
aux deux membres, et observant que le nombre des permutatii(iis 
de 1 lettre est égal à 1 , ou quePi=! , il viendra . "7. 

Pn=1.2.3.4....M . ■ '. .: 

Exemple I. De combien de manières peut-on atteïet à nne'dtti^ 
gence 5 chevaux désignés? ,/ 

Le nombre demandé est celui des permutations de S objets^, 
sa valeur est donc 

1.2.3.4.5 , ou 120 . 

ExEMPLi!. U. Une maîtresse de maison offre à ses convives 12 as- 
siettes de dessert : de combien de manières peuvent-elles êtres placées 
sur la table ^ en conservant la même ordonnance? 



Digitized by 



Google 



Le nombre demande est celui de^ permutations de 12 objets, 
c'est-à-dire 

1.2.3.4.5.6.7. 8,».10.H. 12 , ou 479001600. 

Exemple III. De combien de manières les cartes peuvent-elles être 
disposées dans un paquet de 24 cartes ? 

Le nombre demandé est celui des permutations de 24 objets; 
c'est-a-dire 

L2-3.4,5.6,7,«.9a0,Ha2»13.14.15.16.17.18.19.20.21.22.23.24 . 

En effectuant les calculs, on trouve 

620448401733239439360000 . 

265. Ayant déterminé le nombre des arrangements de m objets 
n à n, et le nombre des permutations possibles de n objets, on 
obtint sur-le-champ le nombre des combinaisons n à n par la 
formule 

m.n D* 

r« 

établie au n« «61 . 

En metlant pour A»,,„ et pour P» leurs valeurs (262, 264j, 
on trouve 

p m(m— IJCw— 2) (m— 3).... (m— 71 -l-i) 

Il y a, dans cette expression, w facteurs au numérateur et au- 
tant au dénominateur. Le numérateur a pour premier facteur le 
nombre total m des objets ; les autres facteurs vont en dimi- 
nuant successivement d'une unité. Le dénominateur est le produit 
de la suite naturelle des nombres entiers depuis 1 jusqu'au 
nombre n d'objets qui entrent dans chaque combinaison. 

On wrait pu aussi établir cette formule directement. 

Supposons qu'on ait formé les combinaisons de m lettres 
n— 1 à n — 1 , et qu'on veuille former les combinaisons n à w. 
On pourra, à la droite de chaque combinaison n — 1 h n — 1 , 
écrire successivement chacune des m — (n — 1) ou m — ?î+1 
lettres restantes. Mais il est facile de voir que chaque combinaison 
n k n sera ainsi répétée n fois ; car elle proviendra également 
de l'introduction de Tune quelconque des n lettres qui y entrent, 
dans la combinaison formée des n — 1 autres. 

Pour avoir le nombre des combinaisons w à m , il faudra donc 
multiplier le nombre dès combinaisons n — 1 à n — 1 par 
m — »-f-l , et diviser !e produit par n . Ainsi on a 
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250 PUISSANCES ET RACINES . — ÉQUATIONS BICARRÉE ET EXPONENTIELLES : 

Si, dans cette formule^ qui est générale, on donne à n toutes 
les valeurs depuis 2 jusqu'à n, on aura la série d'égalités 

P P m — i 

^m,2 v^m,l» — 2 ^ 

p p m— 2 



Vi«i,4 Ci/rt,3« 



3 

m— 3 
4 



p p m— n+i 

Multipliant terme à terme, supprimant les facteurs communs 

aux deux membres, et remarquant que Cm,i=w , on y , il 

viendra 

P m m — i m— 2 m— 3 m—n+i 

t.m,n— ^- 2 ' 3 ' 4 "" 71 

m{m--\) {m—Vj (m — 3 . . . . (m— n+i) 

1,2.3.4 n 

Exemple I. Dam un conseil^ composé de 12 membres^ on tire 
au sort une commission de 5 membres^ pour s'occuper d'un certain 
travail. De combien de manières cette commission pourra-Pelle être 
composée ? 

Le nombre demandé est celui des combinaisons de 15 ob- 
jets 5 à 5 . Le numérateur devra se composer des 5 facteurs 
12.11.10.9.8 ; et le dénominateur des S facteurs 1.2.3.4.5. 
Le nombre cherché sera donc 

?!2!y.t5 ' ^^ **-^-^' ou enfin 792. 

Exemple IL Un maître, de poste, qui a 15 chevaux dans soti 
écurie^ doit en fournir 4 pour relayer une voiture ; de combien de 
manières peut-il le faire? 

Le nombre demandé est le nombre des combinaisons de 15 ob- 
jets 4 à 4 . Le numérateur devra se composer des 4 facteurs 
15.14.13.12 ; et le dénominateur, des 4 facteurs 1.2.3.4. Le 
nombre cherché sera donc 

15.14.43.12 ^^ 15.7.13, ou enfin 1365. 
Exemple IIL Chaque joueur qui fait^ au jeu de piquet^ donne 
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12 cartes sur 32 à son adversaire; de combien de manières 
celui-ci peut-il être servi? 

Le nombre demandé est celui des combinaisons de 32 objets 
12 à 12 , c'est-à-dire 

32.31.30.29.28.27.26.25.24.23.22.21 



, 1 .2.3.4.5.6.7 .8.9.10.11.12 ' 

ou, en supprimant les facteurs communs au numérateur et au dé- 
nominateur , 

31.29.26.23.21.20 , ou 225792840 . 

266. Remarque I. La valeur de Cm,n peut être mise sous une 
autre forme qu'il est bon de connaître. 

Si l'on multiplie les deux termes de C«,„par le produit 

(m— n)(w— n— l)(m— n— 2)....3.2.1 , 

ou 1.2.3.4 (m—n) , - 

on trouve 

p m(m--i)(fn— 2)(m— 3)...(m— n+i)(m— w)(mn— i)...3.2.i 

^m,n— ^ .3.3.4 .... n . 1.2.3... [m — n)' 

Or, le numérateur est alors le produit de la suite descendante des 
nombres entiers depuis m jusqu'à 1 , ou, ce qui revient au 
même, le produit de la suite naturelle des nombres depuis 1 jus- 
qu'à m . On peut donc écrire 

p 1.2. 3.4 m 

t.m,n— ^ 2,.3....nXl.2.3.... (w— n) * 

Et, comme C;„,„ est nécessairement un nombre entier, on voit 
que le produit de la suite naturelle des nombres depuis 1 jus- 
qu'à m est toujours divisible par le produit 1.2.3.... n , 
par le produit 1.2.3.... (m — n) , ^^ par le produit de ces 
deux produits. 

On aurait pu remarquer de même, sous la première forme de 

Cm,n 9 que le produit m{m — 1) (m — 2) (m — w-|-l) est 

toujours divisible par le produit 1 . 2 . 3 .... n ; ou que le pro- 
duit de n nombres consécutifs est toujours divisible par le produit des 
n premiers nombres. 

Remarque IL II résulte aussi de Informe que nous venons de 
donner à Cm,n que le nombre des combinaisons de m objets 
n à ïi est égal au norûbre des combinaisons de ces mêmes objets 
m — n à m — n . 

En effet, la formule ci-dessus étant générale, on peut donner 
à n une valeur quelconque moindre que m ; donnons-lui la 
valeur m — n , c'est-à-dire changeons w en m — » ; il en ré- 
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BuUeraque i»— *n sera chmfiè en m-^{m — n) o* fen n , 
Oil aura donc 

P __ i.2.3.4 m 

Par conséquent Ci„,«=Cm,m-n , 

ce qu'il fallait démontrer. 

On aurait pti apercevoir celte propriété directement. Car, si Ton 
prend n leltres, par exemple, sur m , il en reste m — n ; à 
chaque combinaison de n lettres répond une combinaison de 
m — n lettres, et vice versa . Et si les combinaisons n k n sont 
toutes distinctes, il en sera de même des combinaisons m — n à 
m — w, et viceversa. Donc ces combinaisons sont en même nombre. 

207. Paoblkmr I. Parmi les combinaisons de H lettres a, b, 
c , ..,,etc., 5 a 5, combien y en a-t-il qui contiennent à la fois 
3 lettres déterminées a , b , c ? 

Pour résoudre ce problème, concevons que Ton veuille former les 
combinaisons 5 à S qui contiennent à la fois a ^ b et c . 
On commencera par écrire ces 3 lettres ; et, à la suite de ces 
3 lettres, il en faudra écrire 2 au très, prises parmi les 12 — 3 
ou 9 lettres restantes. Le nombre demandé est donc celui des com- 
binaisons de 9 lettres 2 à 2 ; c'est-à-dire 

ri . ^^'i 36 . 

Si Ton demandait généralement : combien parmi les combinai- 
sons de m lettres n à n , y en a-t-il qui contiennent à la fois p 
lêtti'es déterminées? on remarquerait de même que, pour former les 
combinaisons demandées, il faudrait d'abord écrire les p lettres 
qui doivent entrer dans toutes ces combinaisons, puis compléter le 
nombre de n lettres dans chaque combinaison, en prenant les 
n — p lettres complémentaires parmi les m — p lettres non en- 
core écrites. Le nombre demandé serait donc celui des combinai- 
sons de m— p lettres n — pkn—p , c'est-à-dire 

i . 2 . 3 .... («f— p) ♦ 

(m--p)(m— p — 0(m--p— 2).,..(m— n+1) 
"" 1.2. 3 .... (n-p) • 

Problème IL Parmi les combinaisons de li lettres a , b . 
c , .... etc. y 5d 5 , combien y en a-t-il qui ne contiennent m a. 
ni 1) , wi c ? 

Si l'on met à part les 3 lettres a, b , c , qui ne doivent pas 
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ent^'ier (Jans |^s couLbiftaiso^s demandées il. en restera 12 — 3 ou 
9 ; le nombre demandé est donc celui des combinaisons de 9 let- 
tres S à S , c'est-à-dire 

Si Ton demandait généralement : comiien^ parmi les combinai- 
:&ofi& de ;m JeUres nâ n , p en Ort-Uqui ne contiennent aucune 
des p lettres déterminées a , b , c ^ etc. ? on remarquerait 
deméime qu'en mettant à part ces p lettres qui ne doivent pas 
entrer dans les combinaisons demandées, il en resterait m — /> . 
Le norabre^demaiidé serait donc celai des combinaisons de ?n — /? 
lettres n kn , c'est-à-dire 

1.2 . 3 .... n 

Problème III. Parmi les combinaisons del^ lettres a , b, c, . . . . elc, , 
3 05 , combien y en a-t-il qui contiennent au moins une des 
3 lettres a , b , c ? 

Si , l'on cherche le nombre total des combinaisons S â 5, puis le 
nombre dé ces combinaisons qui ne contiennent ni a, ni 6,, ni 
c , la différence dé ces deux nombres sera le nombre de combinai- 
sons où entre nécessairement Tune au moins des 3 lettrrs a , 
6 , c . Or, le nombre total des combinaisons de 12 lettres 3à 5 
est 

,;. , ,. . ,1.2. .3. 4.5 ' ^^ ^^^ • . ^. , , 

Nous venons de irouver que I0 nombre de ces corobitlaisonâ où 
ti'êttlrentîiio ,ni * , ni c, est 126 ; la différence 792— 126 , 
ott 666 , sera donc le nombre demandé . 

Si l'on demandait généralement : comftî^w, parmi les combinaisons 
de m, lettrée' liàn , y en a-t-il qui contiennent au moins l'une 
des p lettrés déterminées a , b , c , ^^c. ? on remarquerait 
de même qne le nombre demandé est la différence entre le nombre 
total des combinaisons de m lettres n k n ^ et le nombre de ces 
combinaisons qpi ne contiennent aucune des p lettres déter- 
minées, nombre que l'on a exprimé tout à l'heure. Le nombre de- 
mandé serait donc 

m(m— i)(m— 2) jm—n-^i) 

- * • *■ '• '■ - i . 2 . 3' .... n /' ■■'■'' 

(ffl— p)(m— p— {m—p—n-^l) 

. . V -, .. il . -2 ■ :• .« • , , ." 
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Problème IV. Le lecteur pourra appliquer ces formules à la so- 
lution des problèmes suivants: 

Si Von donne à un joueur 12 cartes sur 32 , de combien de 
manières pourra-t-il arriver : l"* qu*il ait les 4 (w; 2° quil n'ait 
aucune figure; 3^ qu'il ait au moins un trèfle f 

(Réponses: l*» de 3108105 manières; 2* de 125970 ma- 
nières; 3*» de 223088684 manières.) 

§ II. De la formation des puissances des quantités algébriques. ^ Formule 

du binôme. 

268. On nomme puissance w""* d'une quantité le produit de m 
facteurs égaux à cette quantité. 

Cherchons d'abord comment on forme la puissance w""' d'un 
monôme ; et, soit pour fixer les idées, le monôme ^a^b^x à élè- 
vera la puissance 5®. D'cprèsla définition, cette puissance sera ex- 
primée par 

^aWx X 3a^'x X ^a^^x X 'ia^^x X 3a'-ô'a; . 

Or, d'après la règle de la multiplication des monômes, il faudra, 
pour effectuer ce produit, faire le produit des coefficients, c'est- 
à-dire le produit de 5 facteurs égaux à 3 , ou la 5* puissance 
de 3 , qui est 243 . 11 faudra ensuite affecter chaque lettre de 
la somme des exposants qu'elle a dans chaque facteur ; la lettre a 
devra donc avoir pour exposant2-|-2 + 2 + 2 + 2 , c'est-à- 
dire 2 X- 5 , ou 10; la lettre b devra avoir pour exposant 
3 + 3-^r3+3+3 , c'est-à-dire 3 X 5 , ou 15; enfin, la let- 
tre X devra avoir pour exposant 1 + 1+1 + 1+1 , c'est-à- 
dire 1 x5 , ou 5 .La 5* puissance demandé sera donc 

243«^*Ô^V . 

On voit que pour la former il a fallu élever le coefficient du mo- 
nôme proposé à la 5* puissance, et multiplier par 5 les expo- 
sants de toutes les lettres qui y entrent. 

En gènérdil, pour élever un monôme à la puissance m , t7 faut 
élever son coefficient à la puissance m et multiplier par m les ex- 
posants de toutes les lettres qui y entrent. 

On trouvera ainsi que 

(2ab'xy=ma'b^'x'' ; (5a^ôV)*=625«^*ôV« 
et {6a^bc'xy=2l6a'b'c'x'' . 

Si le monôme à élever à la puissance m était négatif, chaque 
couple de facteurs donnant un produit positif, en vertu de la règle 
des signes, le produit total serait positif ou négatif selon que le 
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nombre des facteurs serait pair ou impair. Ainsi, la puissance w"*"' 
d'une quantité négative a le signe -[- ou le signe — , suivant 
que m est pair ou impair. 
On trouvera de cette manière 

(-fl)*=+a^ (_a)»=-a^ (_a)*=+a*; {-af^-a' 
et ainsi de suite. 
De même 
(-3a*6'a?)*=:+81a«6^V ; (— 3a*Paî)^=— 243a^ W . 

269. Occupons-nous maintenant de former la m**"* puissance 
d'un binôme. 

On pourrait, étant donné ce binôme, en obtenir par des multi- 
plications successives le carré, puis le cube, puis la 4* puissance, 
et enfin une puissance quelconque. Mais le but que Ton doit se pro- 
poser, est de découvrir une loi qui permette de développer la puis- 
sance ^"'"•sans être obligé de passer par les puissances intermé- 
diaires. 

Si Ton calcule, par desmuUiplicationssuccessives,les puissances 
successives d'un binôme très-simple, tel que x-^a , comme ce 
binôme est homogène, on voit bien que ces puissances seront ho- 
mogènes ; et, comme il est du premier degré, on reconnaît sans 
peine que son Cbrré sera du second, son cube du troisième, etc. ; 
et enfin que sa puissance m'*"** sera du degré m . En sorte que la 
loi des exposants est très-simple, puisque dans chaque terme du 
développement, la somme des exposants doit être égale à w. 

Mais, quant à la loi des coefficients, on ne peut la découvrir à 
la seule inspection des résultats ; cela tient aux réductions qui se 
sont effectuées entre les termes semblables, et par suite desquelles 
la trace des opérations qui les ont fournis a disparu. 

Pour empêcher ces réductions, on commence par multiplier 
entre eux des binômes dont le premier terme est le même, mais 
dont les seconds termes sont différents, tels quea?+ a , x-^-b , 
.T-|-c,etc. 

On trouve ainsi : 

1*^ Que le produit {x-\-a{X'\'b) revient à 
ar*+a x-\-ab ; 
+b 
2** Que le produit (x+ûî) {x+b) {x+c) , revient à 



+ b 



x'^-\-ab 

+ bc 



x-^-abc ; 



Alg. s. 
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3® Que le produit (x--{'a)(x + b) (x + c) (x-]-d) ^ revient à 



x*-i-a 
'h 



x^'-\-ab 

—ad 
—bc 
--bd 

A-cd 



X 



--abd 
— acd 
A-bcd 



x-\-abcd 



et ainsi de suite. 

Or, dans ces développements il y a une loi manifeste : 

L'exposant de x dans le premier terme est égal au nombre des 
facteurs binômes , il va ensuite en diminuant d'une unité d'un 
terme à l'autre, jusqu'au dernier qui ne contient plus x , c'est- à- 
dire où l'exposant de x est zéro. 

Le coefficient du premier terme est l'unité. 

Le coefficient du second terme est la somme des seconds termes 
des binômes. 

Le coefficient du troisième terme est la somme des produits 2 à 2 
des seconds termes des binômes. 

Le coefficient du quatrième terme est la somme des produits 
3 à 3 des seconds termes des binômes, et ainsi de suite. 

Enfin, le dernier terme est le produit des seconds termes de tous 
les binômes. 

270. Il s'agit de démontrer que cette loi est générale. Pour cela, 
admettons qu'elle s'applique à un produit de m — 1 binômes, et 
faisons voir qu'elle s appliquera dès lors à un produit contenant un 
facteur binôme de plus, c'est-à-dire m facteurs binômes. 

Soient donc x-^a , x+6 , a;-|-c, x-^d , x^k , 

les m — 1 binômes pour lesquels nous suppposons que la loi énon- 
cée ci-dessus se vérifie. Désignons par Si la somme des seconds 
termes de ces binômes, par Sj la somme de leurs produits 2 à 2, 
par Sa la somme de leurs produits 3 à 3 ,* en général par S» 
la somme de leurs produits w à n . D'après la loi admise, le dé- 
veloppement du produit de ces m — 1 facteurs binômes sera 

a;'»-*-t-SiX^-*-t-S,a;'»^+S3af"--* . . . . -t-S«_ia^^^^ 

Introduisons un w**""' facteur x-^l , le produit sera 



+ / 









... + S„ a;"»-».... 



Dans ce développement, l'exposant du premier terme est égal au 
nombre m des facteurs binômes; l'exposant de x va ensuite 
en diminuant d'une unité d'un terme à l'autre, jusqu'au dernier 
où il est zéro , c'est-à-dire où x n'entre pas. 
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Le coefficient du premier terme est l'unité. 
Le coefficient du second terme se compose de la somme Si des 
seconds termes des m — 1 premiers binômes, plus du second 
terme / du m**"* binôme; il est donc égal à la somme des seconds 
termes des m binômes. 

Le coefficient du terme qui en a 2 avant lui se compose de la 
somme Sj des produits 2 à 2 des seconds termes des m — 1 
premiers binômes, plus du produit SJ de la somme des seconds 
termes de ces m — 1 premiers binômes, par le second terme / 
du m'*"""; en d'autres termes, il se compose des produits 2 à 2 
des seconds termes des m binômes, puisque Sj représente la 
.somme de ceux où n'entre pas / , et que SJ est la somme de 
tous ceux qui contiennent / . 

Le coefficient du terme qui en a 3 avant lui se compose de la 
somme Sgdes produits 3 à 3 des seconds termes des m — 1 
premiers binômes, plus du produit Sj/ de la somme de leurs pro- 
duits 2 à 2 par le second terme / du w'*""' binôme; en d'autres 
termes il se compose des produits 3 à 3 des seconds termes des 
m binômes, puisque S, représente la somme de ceux où n'entre 
pas / , et que SJ est la somme devons ceux qui contiennent / . 

Généralement, le coefficient du terme en a?'"-'» , ou du terme 
qui en a n avant lui, se compose de la somme S» des produits 
n kn des seconds termes des m — 1 premiers binômes, plus du 
produit Sn-i/ de la somme de leurs produits n — 1 à n — 1 par 
le second terme / du /w'*"' binôme; en d'autres termes, il se com- 
pose de la somme des produits n à » des seconds termes des 
m binômes, puisque S„ est la somme de ceux où n'entrent pas l , 
et que S„-i/ représente la somme de tous ceux qui contiennent / . 

Enfin, Sm— 1 étant le produit des seconds termes des m — \ 
premiers binômes, Sm-il est le produit des seconds termes des 
m binômes. 

Ainsi la loi énoncée étant supposée vérifiée pour m — 1 bi- 
nômes, est vraie encore pour un binôme de plus. Or,^ elle a été vé- 
rifiée pour 4 'binômes, donc elle est vraie pour 5 ; étant vraie pour 
5 binômes, elle l'est pour 6 , et ainsi de suite; donc elle est gé- 
nérale. 

271. Pour déduire de cette loi celle du développement delà w'*""* 

> puissance d'un même binôme x-^a , il n'y a qu'à supposer que 

tous les seconds termes a ^ b ^ c ,,... k , l deviennent égaux. 

La somme des seconds termes des binômes deviendra égale à a 
répété autant ie fois qu'il y a de binômes, c'est-à-dire m fois. Le 
coefficient du second terme du développement sera donc ma, 

La somme des produits 2 à 2 des seconds termes des binômes 
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deviendra égale à a* . répété autant de fois qu'on peut faire de 
combinaisons 2 à 2 avec m lettres, c'est-à-dire T^^. ^^^^' 

Le coefficient du troisième terme du développement sera donc égal 
, m{m — 1) t 
^ 1-2 « • 

La somme des produits 3 à 3 des seconds termes des bi- 
nômes deviendra égale à a' , répété autant de fois qu'on peut 
faire de combinaisons 3 à 3 avec m lettres, c'est-à-dire 
m[m^ ^ (m-~ ^^.^ ^^ coefficient du quatrième terme de déve- 
loppement sera donc égal à ^(^-♦K^-^) ^s 

Généralement, la somme des produits n k n des seconds termes 
des binômes deviendra égale à a" , répété autant de fois qu'on 
peut faire de combinaisons n kn avec m lettres, c'est-à-dire un 
nombre de fois marqué par fn(m--i^m-^^)....{m^n+i) ^ ^^ 

coefficient du (n+l)**"* terme, ou de celui qui en a n avant, 
lui, sera donc égal à 

m{m—{) (m— 2) fm — n+i) n 

i . 2. 3 ~ n ^ ' 

Enfin le produit des seconds termes des binômes deviendra égal 
à a*" ; ainsi le dernier terme du développement sera a"* . 
On aura donc enfin 

^ m(m-{){fn--2)....{m--n+{) ^^^^nj^ j^^^ 

Telle est h formule du binôme; cette formule est due à Newton. 

272. Pour appliquer cette formule à un exemple.particulier, il 
n'est pas nécessaire d'y remplacer m par sa valeur particulière. 
Il est plus commode d'observer d'après quelle loi chaque terme 
peut se déduire du précédent; cette loi connue, on pourra déve- 
lopper une puissance quelconque de x-{-a sans le secours de la 
formule générale. 

Le premier terme x*^ a pour exposant celui de la puissance 
qu'on veut développer. 

Le terme max"^—^ peut se déduire du précédent x^ en le 
multipliant par m , exposant de x dans ce terme, en introdui- 
sant le facteur a , c'est-à-dire en augmentant l'exposant de a 
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d'une unité, et en diminuant au contraire celui de x d'une 
unité. 

Le terme ^^^ ^ ^^"^ P^^^ se déduire du précédent 
max'^'r^ en le multipliant par m — 1 , exposant de x dans ce 
terme, en le divisant par 2 , nombre supérieur d'une unité à 
l'exposant de a dans ce même terme, puis en augmentant d'une 
unité l'exposant de a et en diminuant d'une unité l'exposant de a:. 

Cette loi est générale. Pour le faire voir, considérons le terme 
général 

•■ ^ 1.2.3 (n — i).n 

Pour en déduire le terme précédent, il n'y a qu'à changer n en 
n — 1 , ce qui donne 

^"^ *J--" 1.2.3 .... (n-2) . (n-l) ^ ^ ^ - 

On reconnaît ainsi que pour déduire au contraire le terme [n] 
du terme précédent [w — 1] , il faut le multiplier par (m — n-[-«l), 
exposant de x dans ce terme, le diviser par n , nombre supé- 
rieur d'une unité à l'exposant n — 1 de a dans ce même 
terme, puis augmenter d'une unité l'exposant de a et diminuer 
d'une unité l'exposant de x . 

273. Une autre remarque peut servir à abréger les calculs, c'est 
que~ les coefficients des termes également éloignés des extrêmes sont 
égaux. 

En effet : le nombre total des termes du développement est 
m+l , puisque le premier terme est x^ , que l'exposant de x 
va en diminuant d'une unité d'un terme à l'autre, et que le dernier 
terme ne contient pas a? . 

Gela posé, considérons le terme qui en a n avant lui ; ce terme 
a pour coefficient le nombre des combinaisons de m lettres n à w 
ou Cm,n . Considérons le terme qui en a w après lui; d'après la 
remarque qui précède, il en aura m — n avant lui, puisque le 
nombre des termes qui suivent, ajouté au nombre des termes qui 
précèdent, doit faire m . Ce terme aura donc pour coefficient le 
nombre des combinaisons de m lettres m — n à m — n ou 
C;„,TO— n . Or, le nombre des combinaisons de m lettres m — n 
à m — n est égal au nombre des combinaisons de m lettres 
nhn (266, Rem. I): donc ces deux coefficients sont égaux. 

On aurait pu arriver à la même conséquence en remarquant que 
le développement de (a;+a)"* doit être le même que celui de 
(a-f-ic)*" ; et que, puisque, dans ces deux développements, les 
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coefficients se forment d'après la même loi, deux termes de même 
Tang doivent avoir le même coefficient. Or, deux termes qui ont le 
même rang dans ces deux développements sont précisément deux 
termes également éloignés des extrêmes dans Tun de ces dévelop- 
pements considéré seul. 

274. Il résulte de la remarque précédente que si m est impair, 
auquel cas il y aura un nombre pair w + 1 de termes, tous les 
coefficients se reproduiront deux fois ; il suffira donc de calculer la 
moitié des termes; les termes suivants s'obtiendront en récrivant 
les précédents en ordre inverse, et en y changeant x en a et a 
en X . 

Si m est pair, auquel cas il y aura un nombre impair w + 1 
de termes, il y aura un terme du milieu dont le coefficient ne se 
reproduira pas ; il faudra pousser le calcul jusqu'à ce terme ; les 
suivants se déduiront des précédents comme il vient d'être dit. 

On peut même se dispenser de compter les termes. 

Dans le cas de m impair, on reconnaîtra qu'on est parvenu -«u 
dernier terme delà première moitié, lorsque l'exposant de x ne 
surpassera plus celui de a que d'une unité. En effet, soit MaPx^ 
le terme qui termine cette première moitié , le suivant devra être 
Ma^xP ; mais, d'après la loi de formation, on doit avoir y=j9-|-l. 

Dans le cas de m pair, on reconnaîtra qu'on est parvenu au 
terme du milieu, quand les exposants de a et de a? seront 
égaux. Car, soit MaPa^ le terme du milieu, le terme précédent 
contiendra a^^*^+* , et le terme suivant contiendra au contraire 
a/>+*arg-i Qy, ces deux termes étant également éloignés des ex- 
trêmes, doivent pouvoir se déduire l'un de l'autre en changeant 
^ en a et a en .T ; ce qui exige qu'on ait p^l=zq-\-l 
et p — l^^q — 1 , ou simplement p=^q . 

275. Appliquons la foimule du binôme et les remarques que 
nous venons de faire au développement de {x-\-ay . 

Le premier terme sera x'^ , 

Pour obtenir le second, il faudra multiplier le premier par 7 , 
introduire le facteur a , et diminuer l'exposant de x d'une 
unité, ce qui donne 7ax^ . 

Pour obtenir le suivant, il faut multiplier celui-ci par 6 , et 
diviser par l + l ou 2 , ce qui revient à multiplier par 3 ; puis 
augmenter d'una unité l'exposant de a et diminuer d'une unité 
l'exposant de a? , ce qui donne 21aV . 

Pourobtenir le suivant, il faut multiplier celui-ci par 5 , et di- 
viser par 2+1 ou 3 , ou, ce qui est plus commode, diviser 
d'abord par 3 et multiplier ensuite par 5 ; puis augmenter d'une 
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unité l'exposant de a et diminuer d'une unité l'exposant de a?, 
<;e qui donne 35 a V . 

Comme l'exposant de x ne surpasse plus celui de a que d'une 
unité, les termes suivants s'obtiendront en récrivant en ordre in- 
verse les termes déjà inscrits, après avoir changé or en a et tf 
en X . Ces termes sont donc 35 aW , 21 oV , 7 a^x et a^ . 

Ainsi on aura 

On trouvera de môme 

276. Nous avons supposé jusqu'ici que le binôme à élever à la 
puissance m avait ses deux termes positifs ; si l'pn avait à élever 

.à la puissance m le binôme x — a , le développement de cette 
puissance pourrait se déduire de celui de (a?-}"^)*" en changeant 
a en — a . Les puissances impaires de — a étant négatives, 
et ses puissances paires étant positives (268), les termes de rang 
impair, qui contiennent a à des puissances paires, seront posi- 
tifs, et les termes de rang pair, qui contiennent a à des puis- 
safices impaires, seront négatifs, c'est-à-dire que les termes seront 
alternativement positifs et négatifs. On aura donc 

±: a*" . 

Le dernier terme a*" sera précédé du signe -|- s'il est de 
rang impair, c'est-à-dire si w^^-l est impair, ou si m est pair. 
Il' sera précédé du signe — s'il est de rang pair, c'est-à-dire si 
m est impair. 

On trouvera ainsi • 

(x—ay—x'—Sax'+lOa^x^—lOa'x^+Sa'x—à' . 
(x—ay=x'—6ax^+ 15aV— 20aV+15a*a:*— 6a'^-f a' . 

277. Soit maintenant à développer une puissance d'un binôme 
quelconque, par exemple (2a* — 3aby . 

On commencera par poser 2a^=:zp^ 3a6i==g' . On aura ainsi 
à développer (p — qy ; ce qui donnera 

/?^— 5/î+10/?V— lOpY+V? — ?' • 
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On aura ensaite 

q=iab , g*=9a*6% g'=27aV, g*=8la*6*, «'^=243a^6'^ . 

Substituant ces valeurs dans le développement ci-dessus, on ob- 
tiendra 
32a*0--5. 16a». 3fl6+ 10. 8a«.9a«6«—i0.4a<.27a563 4-5.20». 81a*6« 

— 243a56» ;• 

OU en effectuant les multiplications indiquées^ 

32a''— 240a*6+720a«6*— 1080a'6'+810a*6*— 243(i^fc^ . 

On développerait de la même manière une puissance quelconque 
d'un binôme donné. 

278. Remarque I. Si, dans le développement de (x+fl)*" -, on 
suppose x=l et a=l , les puissances de x et de a se 
réduisent toutes à l'unité; en sorte que le développement se réduit 
à la somme des coefficients. Mais, en même temps, Texpres- 
sion («+«)*" se réduit à (l + l)*» ou à 2*" . Ainsi donc : to 
somme des coefficients^ dans le développement de (x+a)"* , est égale 
à la m**** puissance de 2 . 

Par exemple, dans (x^ay on a vu que les coefficients sont 

1 , 7 , 21 . 35 , 21 , 7 , 1 . 

Si Ton en fait la somme, on trouve 128, qui est bien la 7' puis: 
sance de 2 . 

De même, les coefficients de (x-\-ay sont, comme on Ta vu, 

1 , 8 , 28 , 56 , 70 , 56 , 28 , 8 , 1 . 

La somme de ces coefficients est 256 , qui est la 8** puissance 
de 2 . 

Remarque II. Cette propriété peut trouver son application. Sup- 
posons, par exemple, que Ion demande de combien de manières 
on peut partager m objets en deux groupes. On remarquera que 
Ton peut d'abord ne rien mettre dans le premier groupe, et mettre 
les m objets dans le second, ce qui ne peut se faire que d'une 
manière. On peut ensuite mettre 1 objet dans le premier groupe, 
et m — 1 dans le second, *ce qui peut se faire de m manières. 
On peut en mettre 2 dans le premier et w — 2 dans le second, 
ce qui peut se faire d'autant de manières qu'il y a de combinaisons 

possibles de m objets 2 à 2 , c'est-à-dire ^|^~l ^ . On peut 

en mettre 3 dans le premier groupe, et m — 3 dans le second, 
ce qui peut se faire d'autant de manières qu'il y a de combinaisons 
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possibles de m objets 3 à 3 , c'est-à-dire "'J»»-<H»»-2) ^ 

En continuant ainsi, on voit que les différentes manières d'exécuter 
le partage demandé sont en nombres marqués par les coefficients 
du développement de (ar+a)"» . Donc, le nombre total de ma- 
. nières d'effectuer ce partage sera exprimé par la somme des 
coefficients de ce développement, c'est-à-dire par 2"* . 

Exemple I. Huit personnes sont placées dans deux chambres , de 
combien de manières cela peut-il se faire? 
(Réponse : 2« ou 256.) 

Exemple U. On veut mettre 12 pièces de monnaie dans une 
bourse à deux compartiments; de combien de manières peut-on le 
faire? 

(Réponse: 2** ou 4096.) 

Exemple III. Avec un jeu de 52 cartes on propose de faire 
2 parts ; de combien de manières pourra-t-on le faire? 
(Réponse : 2*^ ou 4503599627370496 .) 

Remarque III. Si l'on fait x = l et a=i dans le développe- 
ment de (x — a)"^, on obtient pour résultat la somme des coeffi- 
cients de rang impair du développement de (x-^-a)"^ , moins la 
somme de ses coefficients de rang pair. La différence entre ces 
deux sommes est donc nulle, puisque (1 — 1)"» se réduit à zéro. 

279. Soit maintenant à développer la puissance w'*"' d'un 

polynôme quelconque a-f6+^+^+^ + *+' ? ^^^ ûous 

désignerons par P pour abréger. Posons 

lions aurons 

P^={x+a)'^=x^)+max'^-\ ..+ ^|^'^!^^'"|^'^^+^^ ay-»; . . +a^. 

Dans ce développement, il faudra remplacer a?"* , a?"*"l , etc., 
par leurs valeurs. Pour cela, posons 

c+d+e..., + k+l=y , 

nous aurons x=^b'^y ; d'où l'on tirera, par exemple, 

••••n^ 1 2 .... p ^ ....-p 

Dans ce nouveau développement, il faudra remplacer y*"""" , 
j^m-n-i ^ Q^Q ^ pg^p iQurs valeurs. Pour cela, posons 

4+e.... + k+l=^z^, 
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nous aurons y=c+2 ; d'où Ton déduira, par exemple, 

••••^ i . 2 ... • g ^^ — • 

Dans ce nouveau développement, il faudra remplacer z*"-"-? , 
^m-n—p—i^ etc., pjir leurs valeurs. Pour cela, posons 

e+....+A+/=ti, 

nous aurons z=d^u ; d où Ton tirera, par exemple, 

••••^ 1 . 2 .... r "" 

En continuant ainsi, on parviendra à des développements dans les- 
quels n'entreront plus que les diverses puissances de k-{-l , que 
Ton sait développer. On obtiendra donc le développement lolal 
par des substitutions successives. 
Soit, par exemple, à développer (a + 6+c)' • On aura d'abord 

On aura ensuite 

£c«=6»+36*c4-36c*+c^ , 
Et, en substituant, et effectuant les calculs, 
(a+6+c)»=a»+3a«6+3a«c+3a6»+6a6c+3acH-^'^+36*c+36c'+c« . 

Remarque. On peut encore écrire ce développement ainsi : 
(a+64.c)»=(a3+65+c3)+3(a»64.a«c+6*a4-6«c+c«a+c«6)+6a6c . 

280. On peut se proposer de trouver le terme général du déve- 
loppement de P*" . 

Pour cela, il faudra, dans le terme général de (x'-\-a)^ rem- 
placer x*"""" par le terme général de son développement, c'est- 
à-dire par le terme général du développement de (y-rfr)"^" . 
Puis, dans ce second terme général , remplacer y"»— «— p par le 
terme général du développement de (^r+c)*"-"--^ . Puis, dans ce 
troisième terme général, remplacer ;rm— »-p— «y ^^^ \q terme géné- 
ral du développement de (w+d)"'-"-"^""^ . Et ainsi de suite. 

Pour fixer les idées, supposons cfue P n'ait que les cinq 
termes a-|-6+c-|-d+^ ; ou que u=:e . «En effectuant les sub- 
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stilutions dont on vient de parler on trouvera, au numérateur du 
coefficient du terme général, la suite des facteurs 

m , m — 1 , .... , m — w-j-1 ; 

puis m — n , m — n — 1 , , m — n — p-\-l ; 

puis m — n — p , m — n — p — 1 , .... , m — n — p — q-\-\ ; 
puis m — n — p — q, m — n—p—q — , ...., m — n—p — q — r-f-1 . 

On voit que ces facteurs forment la suite descendante des nombres 
eniiers depuis m jusqu'à m — n — p — q — r-f-l j ou jusqu'à 
s-}-l ; en désignant par s le nombre m — n — p — q — r . On 
peut prolonger cette suite de facteurs jusqu'à l'unité, sauf à mul- 
tiplier le dénominateur par s(s — 1)... .3.2.1 , ou, ce qui re;vient 
au même, par 1.2. 3.... s . 
Le dénominateur sera alors formé du produit 

1.2.3....wxl.2.3....pxl.2.3....gXl.2.3....rxl.2.3....6-... 

Quant au monôme affecté de ce coefficient, ce sera 

a"6Pc^rf''e"*-""""^~*--'" ou a"6Pc^rf'"e* . 

Le terme général demandé sera donc enfin 

ii^. 3 -•(^-"^)^ /xnfcp.y^r^ 

1.2.3...nXl.2.3....pXi.2.3....gXl.2.3....rXl.2.3....s ^ ^ ** ^ ' 

avec la condition w-j-p + g+r-l-^^^w . 

Il serait facile de généraliser ce résultat. 

281. Remarque L Le coefficient de ce terme général étant né- 
cessairement un nombre entier, il en résulte que le produit de la 
suite naturelle des nombres depuis 1 jusqu'à m , est divisible 
par le produit 

1.2.3....wxl.2.3..../?xl.2.3....gxetc. , 

pourvu que la somme des nombres n , p ^ q ^ etc., soit égale 
à m . 

Remarque II. Le coefficient du terme général exprime le nombre 
de manières de partager m objets en groupes dont le premier 
renferme n objets , le second p , le troisième q , et ainsi de 
suite. En effet, si .l'on voulait former réellement ces groupes, on 
commencerait par former les combinaisons des m objets n kn; 
le nombre de ces combinaisons peut être désigné comme plus haut 
par Cm,n . Parmi les m — n objets qui restent lorsqu'on a formé 
un groupe quelconque de n objets, on formerait les combinai- 
sons php; leur nombre est C,^^-,,,^ ; et comme chacune de ces 
• combinaisons nouvelles peut être jointe à chacune des premières, 
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le nombre de manières de mettre n objets dans le premier groupe 
et p dans le second est le produit des nombres Gm,n et Cn-n,p . 
Parmi les m — n — p objets qui restent lorsqu'on a formé un 
premier groupe quelconque de n objets et un second groupe 
quelconque de p objets, on formerait les combinaisons î à g ; 
leur nombre est exprimé par Cm-n-p,q ; et comme chacune de ces 
combinaisons nouvelles peut être jointe à chacun des résultats 
qu'on obtient en mettant n objets dans le premier groupe et p 
dans le second, le nombre de manières de mettre n objets dans 
le premier groupe, p dans le second et q dans le troisième, est 
le produit des trois nombres Cm,n , Cm-»,p et Cm-n-p,^ . On 
verrait par un raisonnement analogue que le nombre de manières 
de mettre n objets dans un premier groupe, p dans le second, 
q dans le troisième et r dans le quatrième est exprimé par 

et ainsi de suite. En mettant pour ces quantités leurs valeurs, et 

introduisant ensuite au numérateur le produit s(s — 1) 3.2.1. 

et au dénominateur le produit égal 1.2.3 s ; on obtient pré- 
cisément le coefficient du terme général, ce qui démontre la pro- 
position. 

Exemple I. Partager 12 objets en 3 groupes dont le premier ren- 
ferme 3 objets , le second 4 et par conséquent le troisième 5 . 
Le nombre de manières d'effectuer ce partage sera exprimé par : 

12. H. 10. 9 8.7.6.5.4.3.2.1 <^T7^f\ 

1.2.3X1.2.3.4X1.2.3.4.5- ^^ Z'/2U . 

Exemple II. Celui qui fait au jeu de piquet^ donne 12 cartes à 
son adversaire^ ii cartes à lui-même^ et partage les 8 cartes qui restent 
en^ groupes dont l'un contient 5 cartes et le dernier 3 ; de combien de 
manières les 32 cartes peuvent-elle être ainsi distribuées? 

Le nombre demandé a pour expression 

32.31.30.29.28.27.26.25.24.23.22.21.2 .19.18.17.16.15.14.13.12.11.10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 
1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 11.12X1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12X1.2 3.4.5X1.2.3 

en effectuant les calculs on trouve 

1592814947068800 . 

Remarque III. Si Ton fait a=:l , 6=:! , c=l , etc., le dé- 
veloppement se réduit à la somme de ses coefficients. Quant au po- 
lynôme, il se réduit à N ; en désignant par cette lettre le nom- 
bre de ses termes. La somme des coefficients du développement de 
la w'*""" puissance d'un polynôme de N termes est donc égale 
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Remarque IV. Oa vient de voir que le coefficient du terme général 
exprime le nombre de manières de partager m objets en N 
groupes, dont le premier contienne n objets, le second p , le troi- 
sième q , et ainsi de suite. La somme des coefficients du déve- 
loppement de la puissance w'*"* d'un polymone de N termes 
exprime donc le nombre de manières de partager m objets en N 
groupes. Or, d'après ce qu'on vient de voir, ce nombre de ma- 
nières a pour expressions N*" . 

Exemple I. De combieti de manières peuUon placer 8 personnes 
dans 3 chambres ? 
(Réponse: 3* ou 6561.) 

Exemple II. De combien de manières peut-on mettre 12 pièces de 
monnaie dans un porte-monnaie qui a 4 compartiments ? 
(Réponse : 4^* ou 16777216.) 

Exemple III. De combien de manières peut-on faire 10 parts 
avec un jeu de 52 cartes ? 

(Réponse: 10^* ou un nombre formé de l'unité suivie de 52 
zéros.) 

§ III. Des racines des quantités algébriques. 

282. La racine n""* d'une quantité algébrique est une seconde 
quantité qui, prise n fois comme facteur, donne pour produit la 
première. On désigne la racine n'**?' d'une quantité par le signe 
\l placé en avant de cette quantité. Ainsi s/a désigne la racine 
n'*"" de a . La lettré n placée au-dessus du signe radical se 
nomme Vindice de la racine*. 

D'après la règle donnée (268) pour former la puissance n""' 
d'un monôme, on voit que, si un monôme est une puissance n**""' 
exacte^ on en extraira la racine en. extrayant celle de son coeffi- 
cient^ et en divisant par n les exposants de toutes les lettres qui y 
entrent. 

Ainsi v^l28(i'6-V*=2a6V; v^625â^¥^=5a^6V . 

(La racine w""* d'un nombre peut s'extraire par un procédé 
analogue à celui à l'aide duquel on extrait sa racine carrée ou sa 
racine cubique. Mais, à ce procédé laborieux, on substitue avec 
avantage l'emploi des logarithmes, comme nous le verrons bientôt. 
Lorsqu'il s'agit de nombres peu considérables, on peut se conten- 
ter de former les puissances »**"•• des neuf premiers nombres, 
et de voir quelle est celle qui reproduit le nombre proposé.) 

Quant à la racine n'*"" d'un polynôme, elle pourrait s'extraire 
par un procédé analogue à celui que nous avons employé au n** 241 
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pour extraire la racine carrée, et en se fondant sur la formule du 
binôme. Mais ce calcul étant à peu près sans applications, nous ne 
nous y arrêterons pas. 

283. Lorsqu'un nombre entier N n'est pas une n**"* puis- 
sance exacte, sa racine n'*"* est incommensurable; car les puis- 
sances d'une quantité fractionnaire irréductible sont elles-mêmes 
irréductibles, et ne sauraient produire un nombre entier N. 

Lorsqu'une expression fractionnaire irréductible ^ n'est pas 

une n**"* puissance exacte, sa racine n**"* est incommensurable. 
Multiplions, en effet, ses deux termes par 6"—* , elle deviendra 

^^^T^- . Son dénominateur sera une puissance n**"' exacte ; mais 

il n'en sera pas de même de son numérateur, car il faudrait pour 
cela que a contînt le facteur b , ce qui est contraire à l'hypo- 
thèse. La racine w**"* du numérateur sera donc incommensurable; 
il en sera donc de même de la racine de l'expression fraction- 
naire proposée. 

On démontrerait, comme aux n**" 181 et suivants, que l'on peut 
étendre aux quantités incommensurables du degré n les règles 
ordinaires du calcul algébrique. 

284. Une quantité négative ne peut être une puissance n'*"* exacte 
qu'autant que n est impair; car les puissances paires d'une quan- 
tité réelle, positive ou négative, sont positives d'après la règle des 
signes. Il en résulte que toute racine d'indice pair d'une quantité 
négative est une quantité imaginaire^ et n 'offre que le symbole 
d'une opération impossible. Ainsi, y/ — 1 , \/ — 5 , etc., sont 
des quantités imaginaires. 

285. Nous allons maintenant exposer les règles générales du 
calcul des radicaux. On démontre dans l'Algèbre supérieure, que 
tout radical, dont l'indice est n, est susceptible de n déter- 
minations distinctes; mais une seule de ces déterminations est réelle 
et positive, c'est la valeur arithmétique ou numérique de ce radi- 
cal. Nous ne nous occuperons ici que de la valeur numérique des 
radicaux. 

Le principe fondamental du calcul des radicaux est celui-ci : La 
racine n**"" d*un produit est égale au produit des racines n**""*" de 
ses facteurs. 

Soit, en effet, abcd un produ it qu elconque. La racine n'*"^ de 
ce produit sera exprimée par \/abcd . 
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Le produit des racines w'*"** des facteurs sera exprimé par 
\Ja* \/b ' \/c . \/d . 

Or, je dis que cette quantité est une nouvelle forme de la racine 
du produit abcd . En effet, si on élève cette quantité à la puis- 
sance n , on aura 

{\a .yjl) .\jc . \/d) [\ja .\/6.\/c. \/d) ( ' ) . . . . 

le nombre des parenthèses étant n . 

Mais, pour multiplier une quantité par un produit de plusieurs 
facteurs, on peut multiplier successivement par chacun des facteurs 
de ce produit; on pourra donc écrire 

ou en intervertissant Tordre des facteurs, 

chaque radical entrant n fois de suite comme facteur. 

Or, multiplier entre elles n quantités égales à sja , c'est éle- 
ver sja à la puissance n , ce qui donne, par définition, a . 
Multiplier cette quantité successivement par n facteurs égaux 
à \jb , revient à la multiplier_par le produit de ces n facteurs, 
ou par la n**"' puissance de sjb , qui est b , par définition. Mul- 
tiplier le produit ab successivement par n facteurs égaux à \J c , 
revient à le multiplier parle produit de ces n facteurs, ou par c , 
ce qui donne abc . Enfin, multiplier abc successivement par 
n fadeurs égaux à y^rf , revient à le multiplier par le produit 
de ces n facteurs, ou par d , ce qui donne abcd . 

Donc, en élevant à la w""* puissance, le produit 

sja* sjb • \J c > \ld 9 
on obtient le même résul tat, abcd , qu'en élevant à la n'*"* puis- 
sance le radical s/ abcd . Donc ces deul quantités sont numéri- 
quement égales, et Ton a 

\l abdc^=. \/a' \/b * \'c • \jd . 
Ce qui revient à la proposition énoncée. 

286. Le premier usage qu'on peut faire de ce principe est de 
simplifier les radicaux. Pour cela, on décompose, s'il est possible, 
la quantité placée sous le radical en deux facteurs, dont l'un soit 
une puissance exacte d'un degré égal à l'indice du radical. On ex- 
trait alors la racine de ce facteur, et l'on se contente d'indiquer 
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ia racine du second. Le radical porte ajnsi sur une quantité plus 
simple. 

On trouvera de cette manière 



y/i0a'b'=^8a'b\5ab'= s/'8(^'b\ v^5a6*=2a*6v^5a6* 



^567aV=v^81aV.7a^a:=V^81aV.v^7a'x=3ax*C^7fl'x . 



V6400000a^6*V^ = v3200000a*6^ V^2a*6*x=20a6Vv^2a*6*x . 

On nomme radicaux semblables ceux qui portent sur des quan- 
tités égales, quelle que soit la quantité qui peut être placée comme 
facteur hors du radical. 

On peut quelquefois, en simplifiant les radicaux, les amènera 
être semblables. Ainsi les expressions 

^540^ et v^250a*6* 
reviennent à 3av^2a*6 et 5b\/2a^b , 

qui renferment des radicaux semblables. 

287. Au lieu de faire sortir un facteur du radical, on peut au 
contraire avoir intérêt à faire passer sous le radical un facteur qui 
est devant. 

Pour cela, il faut évidemment élever ce facteur à une puissance 
marquée par Tindice du radical. 

Ainsi a\fb revient à \/a'*6 , 

car, si on simplifiait la seconde expression, on retomberait sur la 
première. 

288. L'addition et la soustraction des radicaux ne peuvent que 
s'indiquer lorsque les radicaux ne sont pas semblables. Mais s*ils le 
sont, on peut opérer sur les quantités qui multiplient le radical, 
et mettre ce radical en facteur commun. Ainsi 

289. MuLTiPucATioN. Pour multiplier l'un par Vautre deux 
radicaux de même indice^ il suffit de multiplier lune par Vautre les 
quantités placées sous chaque radical, et d'affecter le produit du ra- 
dical commun. 

On a, en effet, en vertu du principe fondamental (285) , 

y/a . \/b = \jab . 
Cette règle s'étend à un nombre quelconque de facteurs. 
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Il peut arriver que le produit soit susceptible de se simplifier, 
ou même qu'il soit rationnel. Par exemple, 

290. Division. Pour diviser l* un par l'autre deux radicaux de 
même indice^ il suffit de diviser ftine par r autre les quantités placées 
sous chaque radical^ et d'affecter le quotient du radical commun. 

Soit, en effet, ^=? • 

On en tire \fâ=q . \/b , 

ou, en élevant à la puissance n les deux membres 

a=5f".ft ; d'où î**=^ 
et, en extrayant la racine w'*°" des deux membres, 



<=\/i 



Deux quantités égales à une troisième étant égales entre elles, 
on en conclut 



^ 






Il peut arriver que le quotient se simplifie, ou même qu'il soit 
rationnel. Ainsi 



291. Formation des puissances. Pour élever un radical à la 
puissance p , il suffit d'y élever la quantité placée sous le ra- 
dical. _ « 

En effet, on a (Ç/«)p=Ç/« . y^« . y'^ • • . \/^ , 

les facteurs du second membre étant en nombre p. . 
D'après la règle de la multiplication des Radicaux, on aura donc 



/«)'* = sja.a.a,.., , 

les facteurs placés sous le radical étant aussi en nombre p. On 
peut donc écrire 

ce qui revient à l'énoncé de la proposition. 

Alg. s. 48 
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On aura, par exemple, 

292. Extraction des racines. Pour extraire d'un radical une 
racine du degré p , il suffit de multiplier par p l'indice d£ ce 
radical. 

Soit, en effet, y y/a=6 . 

Élevons les deux membres à la puissance/) ; il suflSra pour y éle- 
ver le premier membre de supprimer le premier radical ; cela 
r^s^lte de la définition même de la racine. On aura donc 

Élevons les deux membres de cette nouvelle égalité à la puis- 
sancew; il suffira dans le premier membre de supprimer le radi- 
cal, et dans le second il faudra multiplier Texposant p parn 
(268). Il viendra donc 

a=bP^ ou b^P . 

Extrayons maintenant la racine np'^* des deux membres, nous 
obtiendrons 

Et puisque deux quantités égales à une troisième sont égales 
entre elles, 

ce qui revient à Ténoncé de la proposition. 
On trouve ainsi 

293. On peut, sans changer la valeur numérique d*un radical, 
multiplier par un même nombre son indice et l'exposant de chaque 
facteur qu'il affecte. 

Soit, en effet, l'expression y^a"* • 

Si on élève cette quantité à la puissance^, on aura, en vertu de 
ce qui a été démontré au n** 291, 

V^ . 

Si Ton extrait maintenant la racine p'*""* du résultat, on obtien- 
dra, en vertu du numéro précédent, 
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Or, ces deux opérations contraires ayant pour effet de se dé- 
truire, on doit retrouver la quantité primitive. On a donc 

ce qui démontre la proposition. 

Par une raison semblable on peut^ sans changer la valeur numé- 
rique d'un radical^ diviser par un même nombre son indice et l'ex- 
posant de chaque facteur qu'ij affecte. 

Ainsi .s/^'=s/"^', 

puisqu'on peut diviser par 2 Tindice 6 et les exposants 2 et 4. 

294. Le principe démontré au commencement du numéro pré- 
cédent permet de réduire deux radicaux quelconques au même 
indice. 

Pour réduire deux radicaux au même indice^ on multiplie Vindice 
de chaque radical^ ainsi que les exposants des facteurs quil affecte^ 
par rindice de l'autre radical. _ 

Soient les deux radicaux y/a"* et y^ô' . On multipliera n et 
m par p, puis pet q par n, ce qui n'altérera pas (293) la valeur 
numérique de ces radicaux. Ils deviendront alors 

7^ et '^I^ , 

et auront tous les deux le même indice. 

.Cette opération, qui a beaucoup d'analogie avec la réduction de 
deux fractions au môme dénominateur, est susceptible des mêmes 
simplifications, c'est-à-dire que l'on peut prendre pour indice, 
commun le plus petit multiple des deux indices. On divisera alors 
ce plus petit multiple par l'indice de chaque radical, et l'on élè- 
vera la quantité placée sous ce radical aune puissance marquée 
par le quotient obtenu. 



Soient, pa r exemple , s/'iS a^b'xe i y/'27aô V , ou, ce qui revieat 
au même, \/^^.a^b^x et \/3^.abx^ . Le plus petit multiple des 
indices 6 et 8 est 24. Le quotient de 24 par 6 est 4; on élèvera 
donc à la 4^ puissance la quantité placée sous le premier radical. 
Le quotient de 24 par 8 est 3; on élèvera donc au cube la quantité 
placée sous le second radical. On obtiendra ainsi pour les deux 
radicaux * 

V^5«.a^*AV et v^3^a^ôV* . 

Si l'on avait plus de deux radicaux, on multiplierait l'indice de 
chaque radical, ainsi que l'exposant de chacun des facteurs qu'il 
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affecte^ par le produit des indices 4es autres radicaux. Ainsi les 
trois radicaux _ v 

deviendraient "7«'"''' ? "V*^ » "V^ • 

Si les indices avaient des facteurs communs, on prendrait leuf 
plus petit multiple pour l'indice commun, et Ton opérerait comme 
il a été dit pour le cas de deux radicaux. 

SOS. La réduction des radicaux au même indice sert à multi- 
plier ou à diviser l'un pari'autre deux radicaux d'indices quelcon- 
ques. ^ ^ 

Soit, par exemple, à nïultiplier yja"^ par yjcfl ; en réduisant 
d'abord ces radicaux au même indice, on aura "^yjà^^ et "j^a"« . 
Opérant alors la multiplication par la règle du n®289, on obtiendra 

S'il s' agissait au contraire de diviser l'un par l'autre les même;s 
radicaux, on aurait d'abord, en appliquant la règle du n^ 290, 

ou, en vertu de la règle de division des monômes. 
Par exemple, v^X v^?= v«^^«^*=*^«^ ^ 






S96. On a vu au n® S02 que pour extraire la racine n''"^ d'un 
monôme, il faut diviser par n l'exposant de chaque lettre qui y 

m 

entre. Ainsi, y^a"* peat s'écrire a** toutes les fois que la division 

de m par n peut s'effectuer, puisque ~ représente le quotient 

de m par n . 

L'analogie conduit ensuite à adopter la même notation, lors 
même que la division de m par n n'est plus possible, et à poser en 
conséquence, quels que soient. les nombres entiers m et n, 

c'est-à-dire que pour indiquer la racine n"^ de la puissance m**"* 
^une quantité a, on affecte cette quantité d'un exposant fractionnaire 
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qui a pour numérateur r exposant m delapui8mHté,etpouP dénmU 
nateur l'indice de la racine. 

L^avantage de cette notation est de simplifier sur-le-champ le 
calcul des radicaux, attendu que les règles établies pour le calcul 
des exposants entiers subsistent pour lès exposants fractionhàihs'. 
C*est ce que nous allons démontrer. 

297. 1. Multiplication. Soit à multiplier les djeux expressions 

Si Ë 

a"" et a'' : ;. 

D'après la définition des exposants fractionnaires, ces éxprefs^ 
sions reviennent respectivement à 

V«^ et ^'ÔP , . 

ou, en les réduisant au même indice, à ;i > 

"^^ et à "^ . 

Effectuant la multiplication d'après la règle du n^ S88, il vient 

ou, d'après la règle de la multiplication des monômes, dans le cas 
des exposants entiers. 

Si Ton se sert, pour exprimer ce produit, d'un exposant fraction- 
naire, on aura • 

c'est-à-dire que, pour multiplier deux puissances fractionnaires d'une 
même quantité^ il faut faire la somme des exposantSy comme dans le 
cas des exposants entiers. 

IL Division. Soit à diviser 

• '-^ par t 
a" a' ' 

ou, ce qui revient au môme, 

V^â~ par ^aP » 

ou, en réduisant au même indice, 

"^W^ par "^'^p. . 

Effectuant la division d'après la règle n® 290, il vient 
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OU, d^aprêfs la règle de la division des monômes pour le cas des 
exposants entiers, 

Si l'on emploie un exposant fractionnaire, ce quotient pourra 
s'écrire 

a "' ou a" « ' 

c'est'à-dire que, pour diviser l'une par Vautre deux puissances frac- 
tionnaires d'une même quantité^ il faut retrancher l'exposant du di- 
viseur de f exposant du dividende^ comme dans le cas des exposants 
entiers. 

m 

IIL Puissances et racines. Soit à élever a** à la puissance 

fractionnaire - . Ce cas renfermera celui où q serait égal à 1 , 

c'est-à-dire où la puissance serait entière, et celui où p sérail 
égal à 1, c'est-à-dire où l'on aurait à extraire seulement une ra- 
cine d'indice q. 

m 

La quantité proposée a** ou y/a"* doit, d'après la définition de 

l'exposant fractionnaire - , être élevée d'abord à la puissance/?, 

et l'on doit ensuite extraire de cette puissance une racine dont 
l'indice est g . 

Or,on*a (v^>=v^ (29i). 

On a ensuite ^sj'^^=''^ (298). 

Employant maintenant un exposant fractionnaire, on pourra 
écrire 

mp va^je. 

a"« ou a""« ' 

c'est-à-dire que, pour élever une quantité affectée d'un exposant frac- 
tionnaire — , à une puissance fractionnaire ? il faut faire le 

produit des deux exposants ^ et ^ ^ comme dans le cas des ex- 
posants entiers. 

On voit que toutes les règles du calcul des exposants entiers 
s'appliquent aux exposants fractionnaires; ce qui justifie l'emploi 
de cette notation, plus générale que celle des exposants entiers, et 
plus conforme, par conséquent, à l'esprit de l'Algèbre. 

Remarque. Le principe du n"* 298 revient à. celui d'après lequel 
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on peal muUiplier ou diviser à la fois les deux termpç d'une 
fraction par un même nombre sans en changer la valeur. 

298. On a vu, au n** 41 , que pour diviser Tune par Tautre deux 
puissances entières d'une môme quantité, il faut soustraire l'expo- 
sant du diviseur de Texposant du dividende. 

• . . . fl"* 

Ainsi — peut s écrire a*"""" , 

lorsque n est moindre que m. 

L'analogie conduit à faire usage de la môme notation, lorsméme 
que n est plus grand que m, et à poser en conséquence 

quels que soient les nombres w et n. 

Or, si n surpasse m d'une quantité jo, et qu'on ait n=m^p, 
on pourra écrire l'égalité ci-dessus sous la forme 

a*" 

et, en divisant les deux termes du premier membre par a^ 

X_arP 

Telle est la définition de l'exposant négatif — p. Ainsi les ex- 
pressions 



or' , 
reviennent respectivement à 



1 1 

/.3 



L'avantage de cette notation est encore gue, les règles démon- 
trées pour le calcul des exposants positifs (entiers ou fractionnaires) 
subsistent pour les exposants négatifs ; et c'est cette généralité, con- 
forme à l'esprit de l'Algèbre, qui justifie l'emploi des exposants 
négatifs. 

Il reste à démontrer la proposition énoncée. 

200. L Multiplication. Soit à multiplier a""* par a+P , 
m et p pouvant être entiers ou fractionnaires. 
D'après la définition des exposants nég^itifs, on aura à multiplier 



èl par a+P 



a^ 
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ce qui donDera, d'après le calcal des exposants positifs, 

- ou aP-'^ , 

puisqu'il faut soiistFaire les exposaats dans Iadivi;sioii, qu'ils soient 
entiers ou fractionnaires, et qu'on admet un exposant négatif. 

Or, p — m est la somme algébrique de p et de — m . Donc 
il faut, dans le cas où nous sommes, faire la somme des expo- 
sants des deux iactours. 

Soit à multiplier a*"" par a^P , ou ce qui revient au même, 

i 4 . 

on obtiendra, d'après fe calcul des exposants positifs, 

1 i , 



ou 



Mais, d'après la définition des exposants négatifs, ce résultat peut 
s'écrire 

^— (w+p) ou a"'"'"^ , 

Or, — m — p est encore la somme algébrique des exposants 
des deux facteurs. Donc pour multiplier entre elles deux puissances 
(positives ou négatives) d*une même quantité^ il faut faire la somme 
algébrique des exposants, 

II. Division. Soit à diviser ar"^ par a+P , ou bien 

i par aP ; 
il viendra, d'après lé calcul des exposants positifs, 
* ou • - 



a'^,aP 0"*+? ' 

OU, eji employant un exposant négatif, 

fl— (w+P) ou ÛT"*"""^ . 

Or — m — p est la àifférence algébrique entre l'exposant — m 
du dividende et Texposant +/? du diviseur. 
Soit à diviser au contraire «+"* par a-^P ou bien 

a™ par -; ; 

il viendra, d'après le calcul des exposants positifs, 
a'^.aP ou a'^P l 

m 

Or m+/>* est la différence algébrique entre l'exposant +*» du 
dividende et l'exposant — p du diviseur. 



^ 
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Soit enfin à diviser ar^ par arP ou bien i 



4 { . 



ce qui donnera, d'après le calcul des exposants positifs, 

oa, d'après le même calcul et en admettant un exposant négatif. 

Or p — m , ou — w-|-p , est la différence algébrique entre 
l'exposant —m du dividende et l'exposant — 1> du diviseur. 

Donc, pattr diviser Vune par Vautre deux puissances (positives 
ou négatives) d'une même quantité^ il faut soustraire l'exposant du 
diviseur de l'exposant du dividende. 

III. Puissances. "Soit à élever a~"* à la puissance +/? , ou, 
ce qui revient au même, -^ à la puissance p . On aura 



U^J 



ou — - , 



en vertu du calcul des exposants positifs. 

Mais, si Ton emploie un exposant négatif, le résultat pourra 
s'écrire 

Or — mp est le produit de l'exposant —m par par Texposant 

Soit, au contraire, à élever a+"» à la puissance —p . D'après 
la définition de l'exposant négatif — p on devra avoir 

1 

(am)p ' 

ou, d'après le calcul des exposants positifs, 

1 

amp • 

Employant un exposant négatif, on pourra écrire 

Or — m/? est le produit de l'exposant + »* par l'exposant 
— p. 
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Soit enfm à élever a-"» à la puissance —p . D après la défi- 
nilioD des exposants négatifs, on devra avoir 

i 



ou, d'après le calcul des exposants positifs, 
-j- on a"^ , 

Or + mp est le produit de l'exposant — m par l'exposanl 

—P- 

Donc, pour élever une puissance (positive ou négative) d'une quan- 
tité à une seconde puissance (positive ou négative),!/ faut faire le 
produit des deux exposants. 

Le cas d'une puissance renferme implicitement celui d'une 
racine, puisque les exposants peuvent être fractionnaires. On voit 
donc que le calcul des exposants entiers et positifs^ étendu d'abord 
aux exposants positifs fractionnaires, peut s'étendre aux exposants 
entiers ou fractionnaires négatifs, c'est-à-dire à des exposants 
commensurables quelconques. 

300. On peut même l'étendre à des exposants incommensu- 
rables ; car de pareikexposants pouvant être remplacés par des 
quantités commensurables qui en diffèrent d'aussi peu que l'on 
voudra, le calcul applicable à ces quantités approchées est appli- 
cable à leurs limites, c'est-à-dire aux exposants incommensurables 
dont il s'agit. 

Donc, enfin, les règles pour le calcul des exposants sont géné- 
rales. 
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CHAPITRE XII 

DES LOGARITHMES CONSIDÉRÉS COMME EXPOSANTS; 
ET DES ÉQUATIONS EXPONENTIELLES. 

§ I. Des logarithmes considérés comme exposants. 

301 . On a VU (201) que si l'on considère la progression géomé- 
trique 

1 , (l+«) , (!+«)* , (l+«)3 ; .,.. (l+«)n 

et la progression arithmétique 

, r , 2r , 3r , .... nr , 

chaque terme de la seconde progression est le logarithme du terme 
qui lui correspond dans la première ; et qu'ainsi, en général , nr 
est le logarithme de (l^-a)" . 

On a Vu, en second lieu (202), qu'on peut toujours prendre « 
assez petit pour que les termes de la progression géométrique 
croissent par degrés plus petits que toute quantité donnée, et 
qu'ainsi tous les nombres, entiers et fractionnaires, peuvent être 
regardés comme compris dans cette progression, du moins à tel 
degré d'approximation qu'on le désire, par exemple à moins d'une 
unité décimale du septième ordre. 

On a vu enfin (208) que la base d'un système de logarithmes est 
le nombre dont le logarithme est 1 ; en sorte qu'en nommant b 
cette base et k le nombre qui exprime le rang qu'elle occupe 
dans la progression géométrique, on a en même temps 

(IJ^oLy—b et kr=zl ; 

d'où 6=(l+a)'' • 

302, On tire de cette relation, en élevant les deux membres à 
la puissance r , 

6" =(!+«) , 

et en élevant de nouveau les deux membres à la puissance n , 

6^«=(1 -]-.«)«. 

Mais m est le logarithme de (!+«)" ; on peut donc dire que 
le logarithme d'un nombre est l'exposant de la puissance à laquelle 
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il faut élever une quantité constante appelée base, powr reproduire ce 
nombre. 

Ainsi, dans le système donl la base esl 10 , le logarithme d'un 
nombre estrexposantdela puissance à laquelle it faut élever. 10 
poor reprodttire ce nombre. Par exempte^ dire que le logarithme 
de 2 est 0,30i03 , c'est dire q^i'en élevant fO à la puissaoce 

fractionnaire îjJqqq on reproduirait 2 . . 

303. Celte propriété des logarithmes peut être prise pour défi- 
nition. Les théorèmes fondamentaux de la théorie des logarithmes 
s'en déduisent alors, immédiatement, à Tarde des principes expo- 
sés dans le chapitre qui précède. 

D après cette définition, en effet, pour exprimer que x esl le 
logarithme de y dans le système dont la base est b , on écrira 

'De même, si x' est le logarithme de y' dans le môme système, 
on aura 

b-'=y'. 

Multiplions ces deux égalités membre à membre ; il faudra, 
d'après les règles du calcul des. exposants entiers ou fractionnaires, 
positifs ou négatifs, faire la somme algébrique des exposants x et 
x' ; ce qui donnera 

égalité qui exprime que a?+^' ^^^ l^ logarithme de yy' , ou 
que le logarithme d'un produit est la somme alge'brique des loga- 
rithmes de ses facteurs. 

La démonstration serait la même pour un nombre de Tacteurs 
quelconque. 

304. Au lieu démultiplier les deux égalitésmembre à membre, 
si on les divise, il faudra retrancher l'exposant x' de l'exposant 
X ^ dans le sens algébrique du mot ; et l'on aura 

y ' 

égalité qui exprime que le logarithme d'un quotient est égal an 
logarithme du dividende, diminué (algébriquement) (fc* logarithme 
du diviseur. 

30». Si l'on élève les deux membres de Tégalité 

b^=y 
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• ' . • . ■ - ■ • . ■• . , . ..' • • .5 • , ■ ^ .'r l i i t ^ 

h une puissance quelconque p , entière ou fractionnaire, jl faudra 
multiplier x parp ; ce qui donnera ' ' ' ' ' ■' 

t/èst-à-dire que px est le lo^rithme de y^ , ou . que le iogtt* 
rithme d^une puissance d'un nombre est égal au logarithnw de ce mm- 
bre multiplié par f exposant de la puissance. ;• » 

306. Enfin si Ton extrait la racine n'*"* des deux membr&s de 
Tégalité ft*=y , il faudra diviser x par n , ce qui donnera : 

c'est-à-dire que ^ est le logarithme de \/y ^ ou que? k %a- 

rithme d'une racine d'un nombre est égal au logarithme de ce nombre 
divisé par l'indice de la racine. 

307. Si plusieurs nombres y , y' , /' , y'" » etc.^ sont en 
progression géométrique^ leurs logarithmes x , jt' , x" ,.x'" t.ptc. 
sont en progression arithmétique. 

En effet, on a d'abord : 

b^=y , 6*'=j/' , b^=f/ , K'=/' , etc. ., 

d*où Ton tire : 

b^^x'—L f^'^^ — y^ bx'^^^—Ul etc. 

Mais, par hypothèse, 

donc aussi 

fr»-^ =:6*'-«^=z=K-^"=etc. 

d'où a:— itr'=:ar'— a?"i=a?"— a?'"i=etc. 

ce qui démontre que les quantités a? , a?' , a?" , a:'" , etc., sont 
en progression arithmétique. 

308. On a vu (âiO) que, dans le système dont la base est 10 , 
toutes les fois- qu'un nombre est multiplié ou divisé par une puis- 
sance de 10, son logarithme augmente ou diminue d'autant d'u- 
nités qu'il y en a dans l'exposant de cette puissance. Cette pro- 
priété est évidente quand on considère les logarithmes comme des 
exposants. Car si l'on a 

10^=y 

il en résulte, en multipliant les deux membres par 10 



ÎL=2;=2t:=etc. 
y" y" y'^ 
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ce qui montre que le logarithme a augmenté de n . En divisant, 
au contraire, les deux membres par 10" on obtient 

^"^ —10» 

ce qui montre que le logarithme a diminué àen , 

Remarque. On pourrait généraliser ce théorème, et Ton ferait 
voir de la même manière que si, dans un système quelconque, un 
notnbre est multiplié ou divisé par une puissance de la base, son 
logarithme augmente ou diminue d'autant d'unités qu'il y en a 
dans l'exposant de cette puissance. 

309. Quand on a le logarithme d'un nombre n dans le système \ 
dont la base est 10 , il est facile d'obtenir son logarithme x dans | 
le système dont la base est b . Car on a d'abord 

et si l'on prend les logarithmes des deux membres dans le système 
dont la base est 10 , il vient * 

X log 6=:logn d'où a?=log ».([^) 
c'est-à-dire qu'il faut multiplier log n par la quantité j— -^ . 

Cette quantité constante par laquelle il faut multiplier les loga^ 
rithmes vulgaires de tous les nombres pour obtenir leurs loga- 
rithmes dans le système dont la base est b , estce.qu'on nomme 
le module de la nouvelle base, par rapport à la base 10. 

Si l'on demandait, par exemple, le logarithme de 2 dans le 
système dont la base est 7 , il faudrait multiplier le logarithme 

vulgaire de 2 , ou 0,3010300 par j^ ou par ^fidôm • 

Ainsi en appelant x le logarithme demandé, on aurait 

^=SS ^'^^ '^*8 ^=log0,3010300+L0,845O980 . 

=1,4786098 + 0,0730928 , 

=1,5517026 ; 

d'où a;=0,3562071.... 

Plus généralement , si x est le logarithme d'un nombre n 
dans le système dont la base est a , et que y soit le logarithme 
du même nombre dans le système dont la base est b , on devra 
avoir 

by=n ; 
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et en prenant les logarithmes des deux membres dans le système 
dont la base est a , 

y log ô=log W=a: ; 

d'où y=x. (j^); 

c'est-à-dire qu il faut diviser le logarithme du nombre n , pris 
dans le système primitif, par le logarithme de la nouvelle base 
pris 3ans ce môme système primitif, ou, ce qui revient au même, 
le multiplier par la quantité constante 



leg h 



que l'on nomme le modale de la nouvelle base par rapport ù Tan- 
cienne, et qui est le quotient de l'unité par le logarithme de la 
nouvelle base pris dans l'ancien système. 

310. Si Ton demandait dans quel système de logarithmes le 
nombre n a pour logarithme « , en appelant x la base de ce 
système, on aurait 

x^=n ; 

d'où « log i=log n et log a?=j^ , 

c'est-à-dire que pour avoir le logarithme de la base demandée 
dans un système quelconque, il faudrait diviser le logarithme du 
nombre n , pris dans ce même système, par le logarithme donné. 
Par exemple, si l'on démandait dans quel système de logarith- 
mes le nombre 47 a pour logarithme 3,8501475 ; en appelant x 
la base demandée, et en prenant les logarithmes dans le système 
dont la base est 10 , on aurait 

lug »^— 3^8501475— 3^8504475 ' 

Effectuant ce calcul par logarithmes, on trouvera : 

log ^=0,4342945 ; 
d'où a:=2,71828.... 

• Remarque. La base dont nous venons de déterminer la valeur 
est en effet celle d'un système de logarithmes usité ; c'est celle des 
logarithmes népériens ou hyperboliques qui jouissent de propriétés 
remarquables, mais dont le développement ne saurait trouver 
place ici. 
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§ II. Des équations exponentielles. 

31 i. On appelle équation exponentielle^ une équation dans la- 
quelle rinconnue entre comme exposant. 

La plus simple des équations exponentielles, et la seule dont 
on s*occape dans les éléments, est celle qui est réduite à la forme 

L'emploi des logarithmes résout immédiatement cette équation; 
en prenant, eneflfet, les logarithmes desdeuxmembres^on obtient 

a:loga=:log6 

d'où ^=S-?. 

îoga 

Si, par exemple, on avait l'équation 

2^=3 
on en tirerait : 

^— log 2— 0,3010300— ^'^®*^^^^*" 

312. Les équations exponentielles peuvent aussi être résolues 
directement, sans le secours des logarithmes, par une méthode 
que nous ferons connaître plus loin. 
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QUATRIÈME PARTIE , 

QUESTIONS DIVERSES. \ 



CHAPITRE XIII 



ANALYSE INDËTËRM1N£E DU PREMIER DEGRE. 

§ I. Résolution en nombres entiers d'une équation du premier degré 
à deux indéterminées. 

\ 

313. Lorsqu'un problème qui comporte n inconnueB, ne 
fournit que n — p équations, on peut se donner arbitrairement 
p de ces inconnues, et en déduire les n — p autres. Le problème 
est donc indéterminé. L'analyse indéterminée a pour objet de ré- 
soudre en nombres entiers les équations numériques qui renferment 
un nombre d'inconnues supérieur à celui des équations mômes. 
Dans ce paragraphe, nous nous occuperons de la résoli^tion,e^ nom- 
bres entiers d*une équation du premier degré à deux inconnues, 
ou, suivant l'expression consacrée, à deux indéterminées. 

Une équation numérique du premier degré à deux indétermi- 
nées peut toujours être mise sous la forme 

ax-\-by=^c [1] 

dans laquelle a , 6 et c sont des nombres entiers positifs 
ou négatifs, et tels qu'il n'y ait pas de facteurs communs à tous 
les termes. 

314. II faut remarquer d'abord qu'une pareille équation ne 
peut admettre de solutions entières qu'autant que les coeffipients 
a et b des deux indéterminées sont preiniers entre eux. 

En effet, s'ils avaient un facteur commun, ce facteur diviserait 
exactement le premier membre, puisque x et y sont supposés 
entiers; il devrait donc aussi diviser le second membre, ce qui est 
contre l'hypothèse, puisque l'on a supprimé les facteurs communs 
à tous les termes. 

315. S'il existait un facteur commun entre a et c , ou entre 
A et c , l'équation pourrait être simplifiée. En effet, soient 
a=:a'm et c=zc'm , a' ^ c' et m étant des nombres en- 

Alo. s. 49 
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tiers. Remplaçons a et c par ces valeurs, et divisons par m ; 
il viendra 



I m 



ax , 
' m 

Or, d étant entier ainsi que a'x il faut que ^ soit entier, 

c'est-à-dire que m divise le produit hy ; mais il est premier 
avec b , puisqu'il n*y a pas de facteur commun à tous les termes; 
il faut donc qu'il divise exactement y . Soit y' le quotient, en 
sorte qu'on ait y=my' ; l'équation proposée se réduira à 

a'x-{-by'=c' , 

équation dont les termes sont plus simples. Quand on l'aura ré- 
solue, il suffira de multiplier par m les valeurs de y' pour ob- 
tenir celles de y . 

316. Nous supposerons donc que dans l'équation à traiter il n'y 
ait plus de facteur commun entre les coefficients considérés deux 
à deux. , 

Nous allons faire voir que si l'on avait trouvé, par un moyen 
quelconque, un système de valeurs entières, x=oi et y=p par 
exemple, propre à vérifier l'équation proposée, on pourrait ob- 
tenir sur-le-champ tous les autres systèmes analogues. 

En effet, puisque « et |3 , mis pour x et y ^ vérifient par 
hypothèse l'équation proposée, on a 

Si l'on retranche cette relation de l'équation proposée, membre à 
membre, on obtient 

a(a;— a)+6(y— p)=0 , 

d'où ^^„_%z:ê) . 

a 

Or, puisque x doit être entier, et que le premier tenue a de sa 
valeur est entier, il faut que le second le soit, c'est-à-dire que 
a divise le produit b(y — j3) ; et comme a est premier avec b , 
il faut qu'il divise y — (3 . Appelons t le quotient entier de cette 
division, nous aurons 

^=t , d'où y=p+at . m 

Mettant f à la place de ^^^^ dans la valeur de x , nous ob- 
tiendrons 

X=:a — ht . [3] 
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11 suffira de donner à t des valeurs entières, positives on néga- 
tives pour obtenir autant de systèmes correspondants de valeurs 
entières pour x et pour y. 

La démonstration même prouve que tous les systèmes de valeurs 
entières sont compris dans ces formules ; et Ton vérifierait a jt?05^^- 
riori qu'elles satisfont à la proposée en y substituant pour x et 
pour tf les valeurs [3] et [2] ; les termes en t disparaissent d'eux- 
mêmes, et il reste 

relation qui est vérifiée par hypothèse. 

On voit donc que lorsqu'on aura trouvé pour a? et y un 
système de valeurs entières a et ^, on formera leurs valeurs 
générales en ajoutant à a et à /S le produit d'une nouvelle in- 
déterminée entière t par le coefficient de or, s'il s'agit de la 
valeur de y, et par le coefficient de y pris en signe contraire, 
s'il s'agit de la valeur de x . 

Il est clair, d'ailleurs, que comme t peut être changé en — ^ 
on pourrait prendre a en signe contraire et b avec son signe. 

Remarque. La suite des valeurs de x forme une progression 
arithmétique dont la raison est le coefficient de y ; et la suite des 
valeurs de y forme une progression arithmétique dont la raison 
est le coefficient de x. Mais ces deux progressions seront l'une 
croissante et l'autre décroissante, si a et 6 sont positifs; elles 
seront toutes deux croissantes ou toutes deux décjpissantes si a 
et b sont de signe conlraire. 

317. Tout se réduit donc à trouver un système de valeurs en- 
tières pour X et pour y. 

Remarquons d'abord que, dans quelques cas particuliers, on ob- 
tiendrait immédiatement ce système de valeurs. Par exemple, si c 
était nul, on satisferait à l'équation en prenant x=0 et y=0. 
Si c était un multiple de a, et qu'on eût c = ma, on satis- 
ferait en posant x = m et y = 0. Si c avait la forme nb =b wa, 
on satisferait en posant a? = ± m et y = w. 

Hors ces cas, il faut une méthode particulière pour trouver un 
système de valeurs. Voici celles que l'on emploie. 

I. Résolvons l'équation proposée par rapport à celle des deux 
indéterminées qui a le plus petit coefficient. Soit a<6; tirons la 
valeur de a?, il viendra. 

c — by 

Je dis que si l'on substitue pour y une suite de nombVes posi- 
tifs 0, 1, 2,... jusqu'à -|- p; et une suite de nombres né- 
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galifs, — 1, — 2,... jusqu'à — g, en sorte que p-{-q soit 
égal k a — 1, il y aura dans ces substitutions une valeur dej^ 
qui donnera pour x un nombre entier. 

En effet, soient +y' ®^ — V" ^ P^^ exemple, deux de ces 
substitutions; soient q' et q" les quotients positifs ou négatifs 
qu'on obtiendra en divisant c — by' et c +%" par a; les restes 
devront nécessairement différer. Car si les deux divisions don- 
naient le même reste r, on aurait en même temps 

c — by'=aq'-\'r 
c+by'zzzaq'^r , 

d'où, en retranchant la première identité de la seconde 

W+y")=a{q^-q') . 

Or, a divisant le second membre devrait diviser le premier; 
mais a est premier avec b; il devrait donc diviser y* +y\ 
Mais y' ne pouvant surpasser p, et y" ne pouvant surpasser g, 
la somme y'+y" ne peut surpasser p + q ou a — 1 ; elle ne 
saurait donc être divisible par a. 

Il en serait de même, a fortiori^ s'il s'agissait de deux' substitu- 
tions prises toutes deux dans la série des nombres positifs, ou 
toutes deux dans la série des nombres négatifs. 

Donc, tous les restes résultants de ces substitutions seront diffé- 
rents. Mais le iiombre de ces restes, égal au nombre de substitu- 
tions, est p-^q^i ou a; et puisque ces restes ne peuvent 
surpasser le diviseur a, il faudra qu'un d'entre eux soit égal à 
zéro. Le nombre correspondant mis pour y donnera donc pour x 
un nombre entier; et l'on aura ainsi un système de valeurs en- 
tières de X et de y 

Soit, par exemple, l'équation 

5x—8y=H . 
On en tire x=^^4=^ . 

o 

Substituons pour y les nombres 0, -{^1, -j-2 et — 1,, 
— 2; nous trouverons que — 2 donne pour x un nombre 
entier +1. Les valeurs de a? et de y seront donc 

x=l+8^ et y=— 2+5^ , 

en prenant le coefficient -|-5 avec son signe, et le coeffi- 
cient — Ç en signe contraire. 

318. II. Résolvons encore l'équation proposée par rapport à 
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rindëterminëe qui a le plus petit coefficient; soit a<6; tirons 
la valeur de a: , il vient 



Effectuons, autant qu'il est possible, la division de b par a ; 
soient q le quotient et r le reste; nous aurons 

c — ry 

Le premier terme de la valeur de x étant entier, il faut que le 
second le ^oit : égalons-le à une indéterminée entière t , nous 
aurons 

^=-qy+t , [2] 

relation où y et ^ représentent des nombres entiers qui satis- 
font à Téquation 

^^=t ou at-^ry=c . [3] 

Cette équation est de même forme que la proposée, et il s'agit 
aussi de la résoudre en nombres entiers ; mais le coefficient r est 
moindre que le coefficient b de la proposée. 

Traitons cette équation comme la proposée. Résolvons-la par 
rapport à l'indétermiilée y qui a maintenant le plus petit coeffi- 
cient^ puisque le reste r est moindre que le diviseur a de la 
division qui l'a fourni; il viendra 

c—at 

Divisons a par r; soient q' le quotient et r' le reste; nous 
aurons 

y=—qt-\ — — . 

Le premier terme de la valeur de y étant entier, il faut que le 
second le soit; égalons-le à une nouvelle indéterminée entière t' ; 
il viendra 

y=-q't+t' , [4] 

relation où t et t' représentent des nombres entiers qui satis- 
font à l'équation 

^-y^=t' ou r't-\-rf=c . [S] 

Cette équation est encore de même forme que la proposée et doit. 
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comme clle^ ôlre résolue en nombres enliers; mais le coefficient r' 
est moindre que le coefficient a de Téqualion précédente. 

Traitons encore cette équation comme la précédente, et résol- 
vons-la par rapport à Tindéterminée qui a le plus petit coefficient, 
c'est-à-dire par rapport à t; nous aurons 

c—rt' 

r' • . 

Divisons r par r' ; soient q" le quotient et r" le reste ; il 
viendra 

Le premier terme de la valeur de t étant entier, il faut que le 
second le soit; égalons-le ii une nouvelle indéterminée entière f, 
nous aurons 

t=—q''t'-\-f : [6] 

relation où t' et t" représentent des nombres entiers qui satis- 
font à Téquation 

^=p^=f ou rr+r'f=c , [7] 

équation de même forme que la proposée, mais à coefficients plus 
simples. 

En continuant ainsi, on ramène successivement la résolution de 
l'équation proposée à celle d'une série d'équations de môme espèce, 
^dont les coefficients sont de plus en plus petits. Mais, si Ton fait 
attention aux opérations effectuées, on remarque qu'on a divisé 
d'abord a par 6, puis b par le reste r de la division pré- 
cédente, puis r par le reste r' de la division qui précède, et 
ainsi de suite ; c'est-à-dire qu'on effectue sur a et 6 les mêmes 
calculs qui si Ton cherchait le plus grand commun diviseur entre 
ces nombres Or, ces nombres sont premiers entre eux; on devra 
donc parvenir à un reste égal à l'unité. Soit r" ce reste égal à 1 ; 
en sorte qu'on ait 

On en tire . t'=c—r'f ; 

et il suffira de donner à f une valeur entière quelconque pour 
obtenir une valeur entière correspondante de t' . Les valeurs en- 
tières de f et de t' mises dans l'équation [6] donneront pour 
t une valeur entière ; ces valeurs entières de t' et de t mises 
dans l'équation [4] donneront une valeur entière pour y ; ces 
valeurs entières de t et de y mises dans l'équation [2] don- 
neront une valeur entière correspondante pour x. 
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On pourra effectuer ces substitutions ^successives sans donner 
d'abord aucune valeur particulière à t"\ on obtiendra ainsi les 
valeurs de y et de a: exprimées au moyen de la seule indéterminée 
i' . Il suffira, dans ces expressions, de donner à t' une valeur 
entière, positive ou négative quelconque ; on en déduira immédia- 
tement un système de valeurs entières pour x et y. 

Prenons pour exemple l'équation 

8x+l2y=im ; 
les calculs précédemment indiqués donneront successivement : 

en posant '~ '' =t ou oy+8«=7 . 

Puis, y=^t:fl=i-i^'t:^=l-t-\-t' . 

en posant ^^-^=1' ou 3ï-[-5^'=2 . 

Puis, i:^^=l^z^_f'+^=15:^_^'_|^^v ^ 

en posant ^^=f ou 2^'+3f=2 . 

Puis , t'=^^=Y^=l-f-~=l—f-r , 

en posant t"=^r . 

Mettant cette valeur dans celle de t' , on trouve 

imettanl les valeurs de t' et de f dans celle de ^ , il vient 

^=_i+3r+2rzzz— i+5r ; 

mettant les valeurs de t et de t' dans celle de y , on obtient 

y^i_^i_5r+i— 3r=3— 8r . 

Enfin, mettant les valeurs de y et de t dans celle de. a? , on 
trouve 

x=:i9— 3+8r— i+5r=i5+i3r . 

Remarque. Cette méthode est indépendante de la propriété dé- 
montrée au n° 316 pour la formation des valeurs générales de ar 
et de y; mais en y ayant égard, on peut abréger notablement l'ap- 
plication de la méthode. Dès qu'on parvient à une fraction dont 
on peut annuler le numérateur par une valeur. entière de l'indéter- 
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minée qui y entre, on obtient, en remontant de proche en proche, 
un système de valeurs entières pour x et y, et par suite leurs va- 
leurs générales. 

Par exemple, dans le calcul ci-dessus, dès qu'on est parvenu à 
l'équation 

<=-<'+^ ; 

on voit qu'on peut annuler la fraction en posant t'=l , ce qui 
donne t= — 1; par suite y=l+l-|-l=3; par suite encore 
ipr=19— 3— 1 = 15. En vertu de la propriété du n® 316 on 
peut donc poser immédiatement • 

aî=15 + 13f et y—^—8t . 

^ désignant une indéterminée entière. 

319. Cette méthode comporte plusieurs simplifications qu'il 
importe de ne point négliger. 

I. D'abord il convient d'effectuer, autant qu'il est possible, la 
division de c para, comme celle de b para; tout en simplifiant 
les coefficients des indéterminées, on simplifie aussi les termes in- 
dépendants. C'est ce que nous avons fait dans l'exemple traité au 
numéro précédent. 

II. En second lieu, on peut toujours s'arranger de manière que 
chaque reste soit plus petit que la moitié du précédent ; il suffit 
pour cela de prendre les quotients par excès toutes les fois qu'en 
les prenant par défaut la condition indiquée ne serait pas remplie. 
Si par exemple, on a 

on pourra écrire, en ajoutant -j-a et — a 

6=:a(g' + l) — (a — r) . 

Or, des deux restes r et a — r , l'un sera toujours moindre 
que la moitié de a , puisque leur somme est égale à a. Il n'y 
a d'exception que pour le cas où ces restes seraient égaux; mais 
alors il serait indifférent de prendre le quotient par défaut ou par 
excès. 

III. Enfin, il peut arriver qu'au numérateur de la fraction ^u'on 
égale à une nouvelle indéterminée, il existe un facteur commun à 
tous les termes; en les mettant en évidence, il en résulte une 
simplication. Soit, par exemple, la fraction 

c — by 
a 

Si C et ô ont un facteur commun m et qu'on ait c=.dm 
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et b=zb'm , d et b' étant des nombres entiers, on pourra 
écrire 

a 

Or, pour que le numérateur soit divisible par a , il faut, puis- 
que a est nécessairement premier avec m , facteur de b , 

que le binôme entre parenthèses d — b'y soit divisible par a. 
On posera doirc en conséquence 



^^^=^=t , d'où at-^b'y^c' 



équation plus simple que l'équation at-{-by==:c , à laquelle on 
serait parvenu sans avoir égard au facteur m. 

Il faut remarquer toutefois que cette simplification ne se présen- 
terait qu'autant qu'on aurait négligé d'avoir égard dès le principe 
au facteur w commun entre '6 et c, comme nous l'avons expli- 
qué au n** 313. 

320. Le problème qu'on a en vue exige souvent, non-seulement 
que les valeurs de x et de y soient entières, mais encore qu'elles 
soient positives. 

En reprenant les valeurs générales du n° 316, on devra avoir 

^-\-at>0 et (A—bt>0 . 

On tire de la première inégalité, en y supposant a positif, ce 
qui est permis , 

^. a 

Si b est négatif dans l'équation proposée et qu'on ait b=— b\ 
la lettre b' désignant un nombre entier positif, la seconde inéga- 
lité devient 

oL+b' t>0 , d'où ^>— J . 

Les deux limites obtenues pour t étant toutes deux des limites 
inférieures, il suffira de donner à t des valeurs entières, algébri- 
quement plus grandes que la plus grande de ces deux limites ; par 
conséquent, le nombre des solutions entières et positives pour x 
et y sera illimité. 

Si b est positif dans l'équation proposée, on tire de la seconde 
inégalité 

cA>bt , d'où t<l . 

On a ainsi pour t une limite inférieure et une limite supérieure. 
S'il y a des nombres entiers compris entre ces deux limites, en les 
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mcltant à la place de t on uuiv. autaut de sy^lëmes de valeurs 
entières et positives pour xd y ; mais le nombre en sera né- 
cessairement limité. S'il n'y a aucun nombre entier compris entre 
les deux limites, ou si elles sont contradictoires, c est-à-dire si la 
limite supérieure est algébriquement moindre que la limite infé- 
rieure, il n'y aura aucun système de valeurs entières et positives. 
Dans l'exemple numérique traité plus haut (317,) on a trouvé 

2/=— 2+5( et x=l+8t . ' 

On en déduit pour t deux limites supérieures 

Il suffira de donner à t des valeurs entières supérieures à ^ : 

c'est-à-dire, 1,2,3, etc., jusqu'à l'infini positif. 

Si une équation à deux indéterminées avait fourni les valeurs 

î/-— — 2+5î (t x=M—8t , 

on en tirerait />r €t f<-^ . 

On ne pourrait donc donner à t que les valeurs 1, 2 et 3 
qui sont comprises entre ces limites. 
Si une équation à deux indéterminées avait fourni les valeurs 

y=— 2+5« et x=l—8t . 
2 1 

on en tirerait f>- et ï<g , 

limites contradictoires; il n'y aurait donc aucun système de solu- 
tions entières et positives. 

321. Remarque. Quand le nombre des systèmes de valeurs en- 
tières et positives est limité, on peut le déterminer à une unité près 
avant de résoudre l'équation proposée. 

En effet, ce cas se présente lorsque a et é étant de même 
signe, on obtient pour ï deux limites, l'une inférieure et l'autre 
supérieure. 

t>-l et t<l . 

Supposons, pour fixer les idées, que a et p soient positifs, au- 
quel cas la première limite est négative et la seconde positive. 

Soient p le nombre entier immédiatement inférieur à ^ , et j le 
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nombre entier immédiatement inférieur à - . On ne pourra don- 
ner à t que les valeurs , 1 , 2 ,.... jusqu'à +/? , et 
— 1 , — 2 , — 3^ etc...., jusqu'à — q ; ce qui fait en tout 
/^+î4"* valeurs. 
Or on a, par hypothèse, 

P<1 et q<l , d'où p+q<:-J^l 



a ^ ' • ^ ^ô ' a 



OU 






OU enfin i^+î< 



ab 
ab 



puisque a et j3 forment un système de valeurs de x et de y . 
On aurait de même 

P-\-i>l et q+l>l, d'où p+g+2>^^ . 

Il résulte de là que la quantité -^ est comprise entre p+g et 

P+î+2 , c'est-à-dire entre le nombre des valeurs de t dimi- 
nué d'une unité et ce même nombre augmenté d'une unité. On aura 

donc ce nombre de valeurs en prenant le quotient -^ ou par 

excès ou par défaut. 
Soit, par exemple, l'équation 

7a?+12y=200 . 

Le quotient par défaut de 200 par 7 fois 12 ou 84 , est 2 ; 
le quotient par excès est 3 ; le nombre des valeurs entières et 
positives ne peut donc être que 2 ou 3 . On trouve en effet : 

y=— 2-|-7f et aî=32— 12« . 

anf rck 

7 ^'' 12 



2 32 

L'indéterminée t doit donc être comprise entre = et 



ou ^ pour que x et y soient positifs ; on ne peut donc donner 

à t quelles valeurs 1 et 2 ; ce qui ne fournit que deux systèmes 
de valeurs, 

y=z 5 , a;=20 , 

et y=12 , x= 8 . 

322. Comme exemples de questions conduisant à une équation 
à deux indéterminées, nous traiterons les deux suivantes ; 
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I. Problème. Trouver un nombre dont le triple divisé par 8 donne 
pour reste 5 . 

Soient x ce nombre, et y le quotient de 2x par 8 ; on devra 
avoir Tégalité # 

3a?=8x+5 . 

En appliquant le mode de solution indiqué au n"" 317, on Irouve 
que y= — 1 donne la valeur entière x= — 1 ; on a donc 

y=—l-\-St et x=—l'j-8t . 

On peut donner à t toutes les valeurs entières et positives de- 
puis 1 ; ce qui donne les systèmes 

y=<i , x= 7 ; 

y=S , x=l5 ; 

y=8 , x=i2 ; 

etc. etc. 

II. Problème. Faire une somme de 26 fr. avec deux espèces de 
pièces étrangères, dont les unes valent 3',75 et les autres l',10 . 

Soient x le nombre des pièces de la première espèce, et y le 
nombre des pièces de la seconde espèce ; on devra avoir 

3,75.a:+l,10.j/=26 ; 

ou, en multipliant tous les termes par^lOO , 

37Sa?+HOtf=2600 , 

Les nombres 375 , 110 et 2600 ayant le facteur commun 3 
on peut d'abord le supprimer, ce qui donne 

75a?+22i=S20 : 

Les nombres 75 et 520 ayant encore le facteur commun 5 , on 
peut poser (31S) î/=%' , et supprimer le facteur 5 , ce qui 
donne 

15.T+22j/'=104 . 

Les nombres 22 et 104 ayant le facteur commun 2 , on peut 
poser x=ix' et supprimer le facteur 2 , ce qui donne enfin 
l'équation 

15a;'+llj/'=52 . 

On en tire j^.^4_^'_^4(^^4_^'_j^4^ , 

en posant -^^=t , d'où .t'=2— 11^ ; 

par suite y'=z^-\-lSt . 

Digitized byVjOOQlC 



ANALYSE INDÉTÉTËRMINÉE DU PREMIER DEGRÉ. 299 

On voit que a?' et y' ne peuvent être positifs en même temps 
que pour f=0, ce qui donne aî'=2 et ^'=2; par suite 
x=i et y=lO , 

En effet : 4 pièces à 3',75 font 15 fr., et 10 pièces à 1^10 
font 11 fr. ; la somme IS-f-H est bien égale à 26. 

Ce problème offre un exemple d'une question algébriquement 
indéterminée qui n'est cependant susceptible que d'une seule so- 
lution arithmétique. 

Remarque. On aurait pu prévoir que le problème ne pouvait ad- 
mettre au plus qu'un système de valeurs entières et positives; car 
le produit des coefficients 15 et 11 est plus grand que le terme 
indépendant 52; d'où il suit que les quotients par défaut et par 
excès de 52 par 15 fois 11, sont et 1. Le nombre 
des systèmes de valeurs entières et positives ne pouvait donc pas 
surpasser 1. 

Le lecteur pourra s'exercer sur les questions suivantes : 

L Une société s'est cotisée pour une fête^ à raison de 9 fr, pour 
chaque dame et de 16 fr. pour chaque homme; la somme aitisi 
réunie a été de 330 fr, ; combien y avait-il d'hommes et de 
dames ? 

(Réponse: Nombre des hommes : 15 , 6; 
Nombre des dames : 10 , 26 . ) 

IL Trouver un nombre qui divisé par 7 donne pour reste 5, et 
qui divisé par IS donne pour reste 3. 

(Réponse : 75, 201 , 327 , etc., nombres en progression 
arithmétique.) 

III. Faire une longueur d'un mètre en plaçant les unes à la suite 
des autres des pièces de 2 francs^ dont le diamètre est de 27 mil- 
limètres et des pièces de 1 franc , dont le diamètre est de 24 mil- 
limètres, 

(Réponse : Nombre des pièces de 2 francs : 20; 
Nombre des pièces de 1 franc : 20.) 

IV. Diviser 90 en deux parties dont l'une soit dinsible par 5 et 
l'autre par 11. 

(Réponse : Première partie : 90 , 35 ; 

Deuxième partie : , 55.) 
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V. Trouver une fraction telle quen rajoutant ternie à terme avec 

2 ' 7 

la fraction - , on obtienne un résultat équivalent à ^4 • 

Réponse : 07 145,39 7 ^^^'^ ^^'^^^^^^^ ^^^^ '^^ termes soot en 
progression arithmétique.) 

VI. On a de Vargent au titre de 0,950, et de l'argent au titre de 
0,820. Combien fautH prendre^ en nombres entiers^ de décagrammes 
de chaque espèce d'argent, pour faire un alliage qui contienne 1 kilo- 
gramme d'argent pur? 

(Réponse : argent au titre de 0,950 : 88^» , ô'^s , 

argent au titre de 0,820 : 20^b , 115^5 . 

§ II. Résolution en nombres entiers des équations du premier degré à plus 
de deux indéterminées. 

323. Considérons d'abord deux équations à trois indéterminées 
ax-^by -\-cz^=d , [\] 

fix+b'y + dz=d' , [2] 

dans lesquelles on peut toujours supposer qu'on ait supprimé les 
facteurs communs à tous les termes. 

Ces équations ne pourront admettre de solutions entières pour 
X, y ei z qu'autant que, dans chacune d'elles, il n'y aura 
aucun facteur commun aux trois coeificients des indéterminées. 
Car si a , 6 , c , par exemple, admettaient un facteur com- 
mun, ce facteur diviserait le premier membre, puisque x, y ^ z 
sont entiers; il devrait donc aussi diviser le second, ce qui est im- 
possible, puisqu'il n'y a plus, par hypothèse, aucun facteur com- 
mun à tous les termes. Admettons donc que cette condition soit 
reinplie. 

Éliminons l'une des trois indéterminées, z par exemple, entre 
les deux équations proposées; nous obtiendrons l'équation 

{ac'~ca')x-\'(bc'—cb')y=dc'—cd' , [3] 

qui devra également admettre des solutions entières. 

Si les coefficients ac' — ca' et bc' — cb' sont premiers entre 
eux (314), on tirera de cette équation des valeurs de la forme 

x^a'{'(bc'—cby et y=:p—(ac'—ca')t . 

Ces valeurs, mises dans l'équation [1], donnent, après réductions, 

cz — c{ab' — ba')t:=d — aa — fc]3 . 
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Le premier membre étant divisible par c , le second doit l'être 
également; en désignant le quolient par y , on a 









2—(ab'—ba')t=y 


d'où 






2=y-\-{ab'—ha')t 


Gomme 


on 


a posé 


d— oa— 63 


c -y ' 


d'où 






aiii.-\-h^-\-Cy=d 



on voit que « , P , y forment un système de valeurs entières 
de .T , y , ^ ; et qu'on a 

x=ztf.-^{bd — cb')t , . 
y=P+(ca!—ac')t , 

valeurs qui ont une symétrie remarquable. 
Soient, par exemple, les équations 

5a:4-8y— 11^=43 , 
lx—Zy-\- 22=19 . 

On obtient, en éliminant z , Téquation 

87a:— 17y=299 , 

d'où Ion tire a:i=5+l7f et y=8-f-87^ . 

Substituant ces valeurs dans la seconde équation, on trouve, après 
réductions, 

22— 142f==:8 , ou 2-71^=4 
d'où z=ii'\'l{t . 

324. Si les coefficients ac' — ca! et bc'—cb' avaient un fac- 
teur commun qui ne divisât pas dc'—cd , l'équation [3] ne 
pourrait être satisfaite par des valeurs entières de a: et de y ; et 
par conséquent les équations [1] et [2] n'admettraient pas non plus 
de systèmes de valeurs entières. 

Si les trois quantités ad — ca' , bc' — cb' et de' — cd avaient 
un facteur commun, que nous désignerons par k , on pourrait 
supprimer cfr facteur; et, en désignant par w , n , p les quo- 
tients de ces trois quantités par k , on aurait l'équation 

mx^ny=^p 
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qui donnerait pour x ei y des Valeurs de la forme 

jp=a — nt et y=p'}-mt . 

Ces valeurs substituées dans Tune des équations "proposées, la pre- 
mière, par exemple, donneraient une équation en :; et ^ ; d'où 
Ton tirerait des valeurs de la forme 

z=y-{-qt' et t=â-{-rf 

Enfin, la valeur de t étant substituée dans les valeurs de x et 
de y , ces inconnues se trouveraient exprimées au moyen de t' 
par les relations 

x={K—nif)—nrt' et y=(fi-{-mâ)-{'mrt' . 

Il suffirait alors de donner des valeurs entières à t' pour en dé- 
duire les systèmes de valeurs entières de x ^ y et z . 
Soient, par exemple, les deux équations 

6x—7y+iz=il 
8x-|-5y-f6f=49 . 

En éliminant z on obtient 

lOjT— 26^=14 , 

ou, en supprimant le facteur 2 commun à tous les termes 

5x— 13y=7 , 
on tire de cette équation 

x=A — ldt 

Si Ton substitue ces valeurs dans la première des deux équations 
données, on trouve, après réductions, 





<iz—m=:k , 


d'où l'on lire 






t=2t' et z=2+43t' 


et, par suite 


x=i—26t' 




y=l — m' 



On peut vérifier que ces valeurs satisfont bien aux deux- équa- 
tions proposées. • 

325. Si la question exige que les solutions soient entières et 
positives, on aura à satisfaire à trois inégalités. 
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w 

On vient de voir que les valeurs de x, y^ z se présentent 
sous la forme 

x=(^-\-mt , y=p-\-nt , z=:y-\-rt . 

On posera donc 

a+wf>0 , |3+nï>0 , y^ri>0 , 

ce qui donnera trois limites pour t. 

Si ces limites sont toutes trois inférieures ou toutes trois supé- 
rieures, on pourra donner à t toutes les valeurs au-dessus de la 
plus grande de ces limites, si elles sont inférieures, ou toutes les 
valeurs au-dessous de la plus petite, si elles sont supérieures. Il y 
aura donc un nombre illimité de solutions. 

Si ces limites ne sont pas toutes trois de môme sens, t devra 
être pris entre ces limites; et par conséquent il y aura un nombre 
limité de solutions. 

Si ces limites étaientcontradictiores, il n y aurait aucune solution 
positive possible. 

326. Gomme exemple d'une question conduisant à deux équa- 
tions du premier degré à trois indéterminées, nous traiterons la 
suivante : 

On veut donner une gratification aux ouvriers d'une fabrique. Si 
l'on donne 5 francs à chaque homme^ 4 fratics à chaque femme 
et 2 francs à chaque enfant^ il faudra une somme de 136 francs. 
Si Ion donne l franc de m»ins à chacun, il ne faudra que 
118 francs . On demande combien il y a d'hommes, de femmes et 
d'enfants. 

Soient x le nombre des hommes, y celui des femmes, z celui 
des enfants. On aura évidemment les deux équations 

Sx'^iy^2z=im , 

4a:+3y+ 2=118 . 
Éliminant z, on trouve 

3x+2y=80 , 
d*où Ton tire x=2t et y=40 — 3^. 

Ces valeurs, mises dans la seconde équation du problème, donnent 

t—z=:^ , 
d*où • z=t—i . 

Comme ar, y ei z doivent être positifs, on devra avoir 

4-0 

t>0 ; t<j et ï>2 . 
On devra donc prendre pour t des valeurs entières et posi- 

Alg. s. 20 
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tives depuis 2 jusqu'à 13 incliilivement, ce qui donnera 
Savoir 



ï=2 ; 


x=k ; 


y=34 ; 


z=0 


3 


6 


31 


1 


4 


8 


28 


2 


5 


10 


25 


3 


6 


12 


22 


4 


7 


14 


19 


5 


8 


16 


16 


6 


9 


18 


13 


7 


iO 


20 


10 


8 


il 


22 


7 


9 


12 


24 


4 


10 


13 


26 


1 


11 



327. Soit maintenant à résoudre en nombres entiers une équa- 
tion unique, du premier degré à trois indéterminées 

dans laquelle o, ft, c sont des nombres entiers qui n'ont 
point de facteur commun. 

Il y a deux cas à distinguer : ou, parmi les trois coefficients o, 
J, c, on en pourra trouver au moins deux qui soient premiers 
entre eux; ou bien ces coefficients, pris deux à deux comme on 
voudra, offriront toujours un facteur commun (ce qui ne veut pas 
dire qu'il y ait un facteur commun à la fois aux trois coefficients). 

I. Examinons d'abord le premier cas ; et, pour fixer les idées, 
supposons que o et ft soient premiers entre eux. 

Faisons passer le terme en z dans le second membre, et appli- 
quons à l'équation 

ax-]--by = d — cz 

la méthode du n^ 318, en y considérant z comme connu ; nous 
en tirerons pour xety des valeurs de la forme 

x=o(, — bt et y=p-^at , 

dans lesquelles a et p seront des polynômes entiers et du pre- 
mier degré par rapport à z. On pourra dès lors prendre arbitrai- 
rement z et t; et, pourvu qu'on leur attribue des valeurs en- 
tières, il en résultera des valeurs entières pour x et y. 
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Si ces valeurs doivent, en outre, être positives, on donnera à z 
une valeur arbitraire entière et positive ; on posera alors 

a— 6;>0 et i3+a^>0 . 

Il en résultera pour t deux limites ; et suivant que ces limites se- 
ront de même sens ou de sens contraire, compatibles ou incompa- 
tibles, il en résultera un nombre illimité de valeurs, entières et po- 
sitives pour X et y, ou un nombre limité de ces valeurs, ou bien 
il n'en existera aucune. On opérera de même pour chaque valeur 
entière et positive qu'on attribuera à z . 
Soit, par exemple, Téquation unique 

' 5a;+8y— 12^=41 . 

Comme 5 et 8 sont premiers entre eux, on peut appliquer la 
méthode ; on écrira donc 

Sa;+8sf=414-12z , 

d'où ^^ 4i + i2z--8y ^3^g^_gy^ii:2z^ ^ 

ou a:=8+2z— 2y+^ , 

en posant H^^+^y — ^ ou 2y— Sï=— 1— 2^ . 

Puis y= -^-f^'^' =-z + ^t + ^-^=:-Z + ^^t + t' , 

en posant -^=f' ou ^=:l-}-2^ . 

Cette valeur, mise dans celle de y , donne 

y=— z-f-2+4«'4-^' ou 2/=— ^+2+5r' . 

Et en substituant pour ^ et ^ leurs valeurs dans celle de a: , on 
obtient 

a:=8+22 + 2z— 4— 10î'+l-[-2«'=5+4^— 8i' . 

Si Ton ne veut que des valeurs positives, on tirera de ces égalités 
les conditions 

^>^ et r>^ . 

Pour J2r=0 , on a t'>—^ et ^'<g; on ne pourra donc 
prendre que «'=0. ; ce qui donnera y=2 et a:=S . 
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Pour z=l , on a t'>—^ et ï'<| ; on pourra donc ad- 
mettre les valeurs «'=0 et t'=l , qui donneront, savoir : 

t'=0 y=l , .2:=9 ; 

t'=l y=6 , x=l . 

Pour z=i , on a t'>0 et t'<i~ ; on pourra donc admettre 

les valeurs t'=0 (car la condition t'>0 n'exclut pas l'égalité) 

et t'=l . 

Pour ^'=0 , on aura y=^0 , x=ld . 
Pour t'=l , on aura y =5 , x= 5 . 

A in 

Pour z=3 , on a «'>g et *'< g ; on pourra donc ad- 
mettre les valeurs t'=l et «'=2 , qui donneront, savoir : 

pour t'=l y=4 , x=9 ; 

pour t'=2 y=9 , x=l . 

En continuant ainsi, on obtiendrait autant de systèmes de valeurs 
entières et positives qu'on le voudrait. 

328. II. Supposons maintenant que, parmi les coefficients 
a, 6, c, on ne puisse pas en trouver deux qui soient premiers 
entre eux. Désignons par m le plus grand commun diviseur entre 
a et ft, par exemple; soient a' et b' les quotienis respectifs de 
a eib par m. L'équation proposée deviendra 

ma'x-{^mb'y-\-cz=:d , 
d'où l'on tire a'x-{-b'y=-^^^ . 

Le premier membre étant supposé entier, il faut que le second 
le soit; en désignant ce nombre entier par ^ on aura donc 

a'x+b'y=t , [1] 

et ^=^=^ ou cz-{-mt=d . [2] 

Or, a' et b' étant premiers entre eux, puisque ce sont les 
quotients de a et de ft par leur plus grand commun drviseur, 
l'équation [1] admettra des solutions entières de la forme 

x=a—b't' et y=p-\-a't' , [3] 

dans lesquelles a et p seront des polynômes entiers et du pre- 
mier degré par rapport à t ; cela résulte du mécanisme même de 
la méthode exposée au n® 318. 
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De même c et m étant premiers entre eux, puisque le fac- 
teur m, commun à a et à 6, ne Test pas à c, l'équation [2] 
admettra des solutions entières de la forme 

z=y—mt" et t=S-\-cf ; [4] 

mettant cette valeur de t dans les expressions de x et de y, 
ces indéterminées se trouveront exprimées par des polynômes en- 
tiers et du premier degré en t" et f ; tandis que z ne dépendra 
que de f. 

Si la question exige que les valeurs de x, y ei 2 soient en 
outre positives, on posera les conditions qui expriment que ces va- 
leurs sont plus grandes que zéro. On cherchera ensuite en opérant 
sur ces inégalités des transformations permises à isoler t' et f , 
et à obtenir ainsi des limites pour ces indéterminées ; mais Ton ne 
peut se flatter a priori d y réussir. 

Soit, par exemple, Téquation 

607— 10y+15z=37 . 

Les deux premiers coefficients ayant le facteur commun 2, nous 
pourrons la mettre sous la forme 

et poser en conséquence 

3x—Sy=t et 2I=IËî=^ ou 15^+2ï=i37 . 

On tire de la première : y = t — 3t' et a? = 2^ — 5t'. De 
la seconde on tire de même : z=l — 2f et ^=H-rl5^". 
Mettant cette valeur de t dans les expressions de y et de a?, 
on obtient 

y=H + 15r— 3r' et 57=22+30^^— 5r . 

Il suffira de donner k t' et k f des valeurs entières quelcon- 
ques pour obtenir autant de systèmes de valeurs entières pour 
a:, y eiz. 

Si Ton veut en outre que ces valeurs soient positives, on posera 
les conditions 

l_2r>0; H + 15f-3t'>0 et 22 + 30^'— 5«'>0 . 

Le première donne t"<,^. Les deux autres peuvent s'écrire 

3t'—l^f<ll et 5^'— 30r<22 , 

ou, en multipliant les deux termes de la première de celles-ci par 2 , 

[m] 6£'— 30r<22 et 5^'— 30f<22 . [n] 
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Or, de 2r<l on tire 30f>15 . Ajoutant celte inégalilé 
membre à membre avec chacune des deux précédentes , on en tire 

6t'<37 et 5f'<37 ; 

conditions dont la première comprend la seconde. 

On ne devra donc prendre pour t' que les valeurs +6, 
4^5, etc., jusqu'à Tinfini négatif. 

On tire des inégalités en t' et f 

^ -^ 30 ®^ * -^ 30 • 

Pour les valeurs positives de t\ c'est la première de ces deux 
limites de f qu'il suffira déconsidérer; pour les valeurs néga- 
tives de t', ce sera la seconde; et l'on ne devra prendre pour f 
que les valeurs comprises entre et cette limite. On trouve ainsi : 

Pour f'=6; 5; 4; qu'il n'y a point de valeur correspon- 
dante de t\ 
Pour : 

t'=z 3 ; on trouve t"=0 ; d'où x=: 7 ; y= 2 ; z=:{ . 
«'= 2 ; ; 12 ; 5 ; 1 . 



ï'=-2 ; 


t'=0; 


a;=32 ; y=l7 ; z=i . 




—1'; 


2; 2; 3 . 


«'=-3 ; 


0; 


37 ; 20 ; i . 




—1 ; 


7; S; 3 . 



^'=—8; f=0; x=62; y=25 ; z=^ . 

— i; 32; 20; 3 . 

—2; 2; 5; 5 . 
et ainsi de suite. 

380. Gomme exemple de question qui conduit à une seule équa- 
tion entre trois indéterminées, nous traiterons la suivante : 

Faire une longueur d'un mètre en mettant à la suite les unes des 
autres des pièces de 5 fr. dont le diamètre est de 37 millimètres^ 
des pièces de 2 fr. dont le diamètre est de 27 millimètres^ et des 
pièces de 1 fr. dont le diamètre est de 23 millimètres . 

Si ar , y , ^ représentent respectivement le nombre des 
pièces de-Sfr., de 2fr. et de 1 fr., on devra avoir 

37a;+27y+23z=1000 . 
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On peut appliquer ici la méthode du n** 327, et écrire 

27y+23z=i:1000— 37a; , 

d'où Ton tire (318) 

y=—^J^Sx—i3t et z=i7—llx+3t7t . 

Comme ces valeurs doivent être positives, on devra avoir 

a:>0 , 8^— 23^— 3>0 ; 47— Ha;+27r>0 , 

on éliminera t par réduction entre les deux dernières inégalités 
qui sont de même sens, et il viendra 

— 37a:+1000>0 d'où a?<^ , 

condition qu'on aurait pu écrire sur-le-champ, puisqu'elle exprime 
que la somme des diamètres des pièces de 5 fr. ne doit pas sur- 
passer 1000 millimètres ou 1 mètre, c'est-à-dire la longueur 
demandée. 

L'indéterminée x aura donc pour limites et 27 inclu- 
sivement. Des deux inégalités en x et t, on tire ensuite 



^< 



8£--3 
23 



et t> 



lia?— 47 
27 



chacune des valeurs attribuées à a:, de à 27, devra être 
mise dans ces inégalités ; il en résultera deux limites entre lesquelles 
les valeurs correspondantes de t devront être prises. Si ces limites 
ne comprenaient point de nombre entier, la valeur correspondante 
de X devrait être rejetée. On formera ainsi le tableau suivant : 



=0, 


t=-i. 


y=20, 


2=20 


«=13, 


t=i, 


y- 


-9, 


z=12 


i 





5 


36 


14 


4 




17 


1 


1 


—1 


28 


9 


15 


5 




2 


17 


2 





13 


25 


16 


5 




10 


6 


3 





21 


14 


17 


» 




» 


» 


4 


+1 


6 


30 


18 


6 




3 


11 


4 





29 


3 


19 


6 




11 





5 


1 


14 


19 


20 


» 




» 


» 


6 


1 


22 


8 


21 


7 




4 


5 


7 


2 


7 


24 


22 


> 




• 


» 


8 


2 


15 


13 


23 


» 




» 


» 


9 


3 





29 


24 


» 




» 


» 


9 


2 


23 


2 


25 


> 




» 


• 


10 


3 


8 


18 


26 


» 




• 


» 


11 


3 


16 


7 


27 


» 




• 


» 


12 


4 


1 


23 


Ea tout 23 solutions. 
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330. Ce qui précède indique suffisamment lamarcke qu'il fau- 
drait suivre si Ton avait plus de trois indéterminées. 

I. Si Ton avait, par exemple, trois équations à quatre indéter- 
minées a: , ^ , ^ et u , on en tirerait par l'élimination 
de w, deux équations à trois indéterminées ar , y , r , que 
Ton traiterait comme il a été dit plus haut (323 et suiv.). Ayant ob- 
tenu les valeurs de x\ y t\, z au moyen d'une indétermi- 
née ^ on porterait ces valeurs dans l'une des trois équations 
proposées, qui ne contiendrait plus alors que deux indéterminées X 
et u; on traiterait cette équation à deux indéterminées, et l'on 
en tirerait les valeurs de ^ et de t* au moyen d'une nouvelle 
indéterminée i , Portant alors la valeur de t en ^ dans les 
expressions de a? , y , z ^ on aurait les quatre indétermi- 
nées ar , y , z ei u exprimées au moyen d'une seule in- 
déterminée t'. 

IL Si l'on n'a que deux équations à quatre indéterminées x , 
y , ^ et u , on en tirera par l'élimination de u une équa- 
tion à trois indéterminées, que l'on traitera comme il a été dit aux 
n°* 327 et suiv. Il y aura alors, comme on l'a vu, deux cas à dis- 
tinguer. 

Si l'on obtient les valeurs de a: et y au moyen d'une seule 
indéterminée t , z restant arbitraire, on portera ces valeurs 
dans l'une des équations proposées qui ne contiendra plus que 
w , ir et ^ On la traitera comme la précédente et Ton ob- 
tiendra soit M et ;2: au moyen d'une seule indéterminée t' , 
t restant arbitraire, auquel cas ar , y , z et w pourront 
être exprimés au moyen de t et de t' ; soit u ^ z ei t 
au moyen de deux indéterminées t' et f , auquel cas x , 
y , .zr et ti pourront être exprimés au moyen de ces deux 
mêmes indéterminées. 

Si, en traitant l'équation primitive résultant de l'élimination 
de w , on obtient ar , y et >? au moyen de deux indéter- 
minées t et t' , en portant ces valeurs dans l'une des équa- 
tions proposées, on obtiendra une équation à trois indéterminées 
u , t et t' . En la traitant à son tour, on obtiendra soit u 
et t au moyen d'une seule indéterminée t" , t' restant arbi- 
traire, auquel cas y , a: , z et u pourront être exprimés 
au moyen de t' et de f ; soit w , « et t' au moyen de deux 
indéterminées f et t'" , auquel cas ar , y , z et u pour- 
ront être exprimés au moyen de ces deux mêmes indéterminées. 

m. Enfin, si l'on n'a qu'une seule équation à quatre indétermi- 
nées a: , y , z , w , il pourra se présenter deux cas : ou 
l'on pourra trouver deux coefficients premiers entre eux, ou on ne 
le pourra pas. 
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Dans le premier Câs, supposons que ce soient les coefficients 
de a? et de y qui soient premiers entre eux. On fera passer 
dans le second membre les termes en ^ et en ti ; on traitera 
l'équation résultante comme une équation à deux indéterminées x 
et y , et Ton obtiendra les valeurs de x et de y au moyen 
d'une indéterminée r , z élu restant arbitraires. 

Dans le second cas, on isolera encore dans le premier membre 
les termes en a; et en y ; on divisera les deux membres par 
le plus grand commun diviseur des coefficients de a? et de y . 
Le second membre devant être entier, on le représentera par une 
nouvelle indéterminée t . On obtiendra ainsi deux équations , 
Tune entre x , y et t , où Ton regardera t comme connu ; 
l'autre en z , « et ^ . La première donnera a? et y au 
moyen de t et d'une nouvelle indéterminée t' . La seconde 
donnera z ^ u et t d,\x moyen de deux nouvelles indéter- 
minées f et r' . Portant la valeur de t dans celles de x et 
de y , on obtiendra ces dernières au moyen de trois indétermi- 
nées t' , t" et f ; tandis que z et u seront exprimés 
au moyen de deux indéterminées t" et f seulement. 

331. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes qui suivent: 

1. Trouver un nombre qui, divisé par les nombres 5,8, 13 , 
donne respectivement pour restes 4 , 7 et 12 . 

(Réponse : 619 , 1039 , 1559 , etc., nombres en progres- 
sion arithmétique.) 

IL Trouver un nombre composé de trois chiffres, dont la somme 
soit IQ ,et tel quen y ajoutant 99 on obtienne le nombre retourné. 

(Réponse : 394 , 475 , 556 , 637 et 718 .) 

m. On a trois espèces d'argent : la première au titre 0.96 ; la 
seconde au titre 0,88 ; la troisième au titre 0,82 . Combien fau- 
drait'il prendre, en nombres entiers, de décagrammes de chaque es- 
pèce d'argent pour faire 1 kilogramme d'alliage au titre 0,90 ? 

(Réponse : T* espèce d'argent; 2® espèce; 3* espèce. 



23"» 


75-^ 


0"» 


28 


68 


4 


31 


61 


8 


34 


54 


12 


37 


47 


16 


40 


40 


20 


43 


33 


24 


46 


26 


28 


49 


19 


32 


52 


12 


36 


55 


5 


40 .■) 
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IV. Un propriétaire a fait travailler dans quatre fermes diffé- 
rentes^ savoir : 12 hommes dans la première, 9 dans la se- 
conde^ 8 dans la troisième et 6 dans la quatrième. La dépense 
totale a été de 1350 francs . On voudrait savoir quelle a pu être 
la dépense par homme dans chacune des quatre fermes (en nombres 
entiers de francs). On se rappelle seulement que la dépense dans la 
seconde et la troisième ferme valait autant que la dépense dans la 
première; et que chaque homme employé dans celle-ci a gagné deux 
fois plus que chacun de ceux qui ont été employés dans la qua- 
trième. 

(Réponse : 1' 



ferme ; 


2' ferme; 


S" ferme; 


4* ferme 


50" 


0" 


75" 


25" 


id. 


8 


66 


id. 


id. 


16 


57 


id. 


id. 


2i 


48 


id. 


id. 


32 


39 


id. 


id. 


40 


30 


id. 


id. 


48 


21 


id. 


id. 


56 


12 


id. 


id. 


64 


3* 


id.) 



Digitized by 



Google 



REMARQUES SUR L* EXTRACTION DES RACINES CARRÉES ET CUBIQUES. 313 



CHAPITRE XIV 

REMARQUES SUR l' EXTRACTION DES RACINES CARRÉES ET CUBIQUES 
DES NOMBRES. 

332. L'extraction de la racine carrée et celle de la racine cubique 
des nombres sont ordinairement exposées dans les traités d'Arith- 
métique ; c'est pourquoi nous n'avons pas cru devoir en parler dans 
le corps même de cet ouvrage, Mais comme la théorie de ces opé- 
rations donne lieu à plusieurs remarques qui ne peuvent être bien 
comprises sans le secours de l'Algèbre, il ne sera peut-être pas inu- 
tile de la reproduire, comme application des principes précédem- 
ment établis. 

§ I. De Textraction de la racine carrée des nombres. 

333. Le carré d'un nombre est le produit de ce nombre par lui- 
même. 

Les carrés des nombres 



{ 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


\ 


4 


9 


16 


25 


36 


49 


64 


81 


100 



sont 

On remarquera qu'aucun de ces carrés ne se termine par un des 
chiffres 2 , 3 , 7 ou 8 . 
Les carrés des nombres 

10 100 1000 etc. 

sont 100 10000 1000000 etc. 

En général, le carré de 10« est lO^'» ; c'est-à-dire que le 
carré de l'unité suivie de n zéros est l'unité suivie de ^n zéros. 

Le carré d'un nombre composé uniquement de dizaines est un 
nombre de centaines; car le nombre étant terminé par un zéro, le 
produit de ce nombre par lui-même sera terminé par deux zéros. 
Ainsi le carré de 80 est 6400. 

Le carré d'un nombre composé de dizaines et d'unités^ se compose : 
du carré des dizaines^ du double produit des dizaines par les unités^ 
et du carré des unités. 
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Car en appelant n ce nombre , d ses dizaines et u ses uni- 
tés , on a 

n=rf+w » d'où n*=:d*+2dtt-4-w* . 

On remarquera que d élant un nombre de dizaines, d^ est 
un nombre de centaines, du est un nombre de dizaines. Il en 
résulte que le chiffre des unités de n* est le chiffre des unités 
de tt' ; donc le carré d'un nombre entier ne peut être terminé par 
aucun des chiffres 2 , 3 , 7 ou 8 . 

Si un nombre admet un facteur premier jo , il ne peut être un 
carré parfait qu'autant qu'il est divisible par p*. Car si un carré «' 
est divisible par p , le facteur p , devant diviser l'un des deux 
facteurs du produit nxn , divise nécessairement n ; ainsi n 
est de la forme pq , q étant un nombre entier; donc n* est 
de la forme p^q^ ; donc w* est divisible par /?* . 

Par exemple, si un nombre est divisible par 2 et qu'il ne le 
soit pas par 4 , il ne saurait être un carré parfait. Si un nombre 
est divisible par 3 et qu'il ne le soit pas par 9 , il ne saurait 
être un carré parfait ; et ainsi de suite. 

334. On appelle racine carrée d'un nombre un second nombre qui^ 
multiplié par lui-même^ reproduit le premier, 

•Ainsi 2 est la racine carrée de 4 ; 3 est la racine carrée 
de 9 ; etc. 

Lorsqu'un nombre n'est pas un carré parfait, sa racine ne peut être 
exprimée exactement ni par un nombre entier^ ni par un nombre 
fractionnaire. 

D'abord elle ne peut être exprimée par un nombre entier. Sup- 
posons qu'elle puisse l'être par un nombre fractionnaire t , qu'on 
peut toujours regarder comme réduit à sa plus simple expression; 
il faudrait alors que son carré ^ fût un nombre entier. Or a 
et b n'ayant aucun facteur commun, il en est de même de a' 
et de ft* , et par conséquent ^ ne peut être égal à un nombre 

entier. 

La racine carréed'un nombre qui n'est pas un carré parfait est dite, 
pour cette raison, incommensurable. On se propose ordinairement 
alors de trouver cette racine avec un certain degré d'approximation. 

335. Extraire la racine carrée d'un nombre a moins d'une unité 
PRÈS {par défaut), c'est chercher la racine du plus grand carré con- 
tenu dans ce nombre. 

Supposons d'abord que le nombre proposé n'ait pas plus de deux 
chiffres. 
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. Soit, par exemple, le nombre 72 . Ce nombre est compris entre 
64 et 81 ; sa racine est donc comprise entre 8 et 9 ; c'est-à- 
dire que 8 est sa racine carrée à moins d'une unité, par défaut. 

On voit qu'il suffit, dans ce cas, de chercher entre quels carrés 
consécutifs le nombre proposé est compris; la racine du plus petit 
de ces deux carrés est la racine demandée. 

Au lieu de prendre la racine carrée à moins d'une unité près, 
par défaut^ on pourrait la prendre par excès ; ce serait alors la 
racine du carré immédiatement supérieur au nombre proposé. 

Ainsi 9 serait la racine carrée de 72 , à moins d'iine unité 
près, par excès. 

Il peut arriver que la racine par excès soit plus approchée que la 
racine par défaut. C'est ce qui arriverait, par exemple, pour le 
nombre 80 , dont la racine est évidemment plus voisine de celle 
de 81 que de celle de 64, c'est- à-dire plus voisine de 9 que de 8. 
Nous reviendrons d'une manière spéciale sur cette circonstance. 

336. Supposons, en second lieu, que le nombre proposé ait 
plus de 2 chiffres, mais pas plus de 4 . Soit, par exemple, le 
nombre 7209 . 

Ce nombre ayant 4 chiffres, est compris entre 100 et 10000. 
Le plus grand carré contenu dans ce nombre étant au moins égal 
à 100*, qui y est contenu, est lui-même compris entre 100 et 
10000 . Sa racine, qui est le nombre demandé, sera donc comprise 
entre 10 et 100 , et se composera par conséquent de dizaines 
et d'unités. Le carré de cette racine contiendra donc le carré des 
dizaines, le double produit des dizaines par les unités, et le carré 
des unités. Le nombre proposé contiendra en outre un reste, s'il 
n'est pas un carré parfait. 

Le carré des dizaines de la racine demandée, étant un nombre 
de centaines, ne peut se trouver que dans les 72 centaines du 
nombre proposé. Je dis que si l'on extrait la racine carrée du plus 
grand carré contenu dans les 72 centaines du nombre? proposé, on 
aura précisément le chiffre des dizaines de la racine demandée. 
En effet, désignons par a la racine du plus grand carré contenu 
dans 72 ; nous aurons 

a^<72<(a+l)^ , 

ou, en multipliant par 100 , . 

a^XlOO<7200<((ï + l)^XlOO ; 

mais, ces trois nombres exprimant des centaines, on ne changera 
pas le sens des inégalités, si l'on ajoute au nombre intermédiaire 
un nombre, 9 , moindre que 100 ; on aura donc 

aM00<7209<(a+l)M00 . 
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OU, en extrayant la racine, 

o.lO<^72Ô9<(a+l).10 . 

La racine du nombre proposé est donc comprise entre a dizaines 
et a+1 dizaines; il en* est donc de même de la racine du plus 
grand carré contenu, puisqu'elle diffère de la racine totale de 
moins d'une unité. Elle se compose donc de a dizaines, et d'un 
certain nombre d'unités moindre que 10 . Le chiffre des dizaines 
est donc a . 

Le plus grand carré contenu dans 72 est 64 , dont la racine 
est 8 . Le chiffre des dizaines de la racine demandée est donc 8 . 

Retranchons du nombre proposé le carré des dizaines obtenues 
à la racine. Le reste 809 contient encore le double produit des 
dizaines de la racine demandée par les unités, plub le carré des 
unités, plus un reste si 7209 n'est pas un carré parfait. 

Le double produit des dizaines de la racine par ies unités étant 
un nombre de dizaines, ne peut se trouver que dans les 80 dizaines 
du reste 809 . Si ces 80 dizaines étaient exactement le double 
produit des dizaines de la racine par les unités, en le divisant par 
le double des dizaines obtenues on aurait les unités. Mais comme 
ces 80 dizaines peuvent contenir en outre quelques dizaines pro- 
venant du carré des unités et du reste, s'il y en a un, en faisant 
cette division il pourra arriver qu'on obtienne un quotient plus 
grand que le chiffre des unités; il sera nécessaire de l'essayer. 

Le double des 8 dizaines obtenues est 16 dizaines. Le quo- 
tient de 80 par 16 est 5 . Pour essayer le chiffre 5 il faut 
former le double produit des 8 dizaines par ces 5 unités, le 
carré de ces 5 unité»*, et voir si la somme peut se retrancher du 
reste 809 . On fait ce calcul plus commodément en écrivant le 
chiffre à essayer, S , à la droite du double des dizaines obtenues, 
16 , et en multipliant par 5 : 

165 
5 

825 

car on forme ainsi le produit du double des dizaines par les unités 
et le carré des unités. 

La «somme 825 étant plus grande que 809 , on en conclut 
que le chiffre 5 est trop fort. On essaye de la même manière le 
chiffre 4 : 

164 
4 

656 
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On voit que 4 n'est pas trop fort; et comme il ne peut être trop 
faible, il s'ensuit que c'est le chiffre exact des unités. La racine de- 
mandée est donc 84 . 

On retranche 656 de 809 , et l'on obtient pour reste 153 , 
c'est le reste de l'opération. 

Le nombre proposé est donc égal au carré de 84 , plus le 
reste 153 . 

Voici le tableau de l'opération : 

7 20 9 
64 



8 0-9 
656 
1 53 



84 




1 6 5 


1 64 


5 


4 


825 


656 



337. Remarque L Si le double des dizaines n'était pas contenu 
dans les dizaines du reste, le chiffre des unités serait ; et ce 
reste serait le reste de l'opération. Exemple : 

5 0-3 8 I TJO 
49 14 



1 3-8 



Le double des 7 dizaines , ou 14 , n'étant pas contenu dans 
les 13 dizaines du reste 138 , le chiffre des unités est , la ra- 
cine est donc 70 , et le reste de l'opération est 138 . 

Remarque IL La crainte de mettre aux unités de la racine un 
chiffre trop fort pourrait en faire mettre un trop petit. Voici com- 
ment on serait averti de cette erreur. Soit a la racine trouvée ; 
si elle était trop petite d'une unité, le nombre proposé pourrait 
contenir le carré de a4-l . Or, ce carré, a*+2a+ 1 ? surpasse 
le carré de a de 2a+l ; mais le nombre proposé surpasse le 
carré de a d'une quantité égale au reste de l'opération ; il fau- 
drait donc que ce reste fût au moins égal au double de la racine ob- 
tenue, plus 1 , pour que cette racine fût trop petite d'une unité. 

Remarque III. La racine obtenue est approchée à moins d'une 
unité par défaut; en l'augmentant d'une unité, on a la racine à 
moins d'une unité par excès. On peut demander quelle est celle 
qui est la plus approchée. 

Pour répondre à cette question, désignons par N le nombre 
proposé, par a la racine obtenue, et par r le reste de l'opéra- 
tion ; nous aurons 
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Faisons le carré de a-\-\ , nous aurons 

Si r surpasse a , il le surpassera au moins d'une unité, 
puisque ce sont des nombres entiers; on aura donc 

par suite N>(a+7)* , d'où \J^>a+\ , 

c'est-à-dire que la racine du nombre proposé sera plus près de 
0+1 que de a . 

Si r est égal ou inférieur à a , on aura 

par suite N<(a-t-~)* , d'où VN<a+T » 

c'est-à-dire que la racine du nombre proposé sera plus près de a 
que de a+1 . 

En résumé, il n'y a avantage à augmenter d'une unité la racine 
obtenue que lorsque le reste surpasse cette racine. 

Si Ton a égard à cette règle, on aura toujours la racine à moins 
d'une demi-unité près. 

338. Supposons maintenant que le nombre proposé ait pltis 
de 4 chiffres, mais pas plus de 6 . Soit, par exemple, le nombre 
720958 . 

Ce nombre étant plus grand que 100 , sa racine est plus 
grande que 10 ; il en est de môme de la racine du plus grand 
carré contenu (336) ; elle se compose donc de dizaines et d'unités ; 
et son carré contient le carré des dizaines, le double produit des 
dizaines par les unités et le carré des unités. Le nomb?e proposé 
contient en outre un reste, s'il n'est pas un carré parfait. 

Le carré des dizaines de la racine demandée ne peut se trouver 
que dans les 7209 centaines du nombre proposé. On démontre- 
rait comme ci-dessus (336) qu'en extrayant la racine carrée du 
plus grand carré contenu dans ces 7209 centaines, on aura les 
dizaines de la racine. On trouve ainsi que la racine demandée a 
84 dizaines, et l'on obtient pour reste 15358 . 

Ce nombre contient encore le double produit des 84 dizaines 
obtenues par les unités, le carré des unités et un reste s'il y en a 
un. Le double produit des 84 dizaines par les unités ne peut se 
trouver que dans les 1535 dizaines du reste. Si l'on divise ces 
1535 dizaines par le double de 84 ou 168 , on obtiendra pour 
quotient le chiffre des unités ou un chiffre trop fort. Le quotient 
de 1535 par 168 est 9 . Pour essayer ce chiffre, on l'écrira 
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à la droite du double des dizaines obtenues et Ton multipliera par 
ce chiffre ; on formera ainsi le double produit des dizaines par les 
unités et le carré des unités; et Ton verra si le résultat peut être 
soustrait du reste 15358. 

1689 
9 

On obtient ainsi 15201 

Ce noxnbre pouvant être soustrait de 15358, le chiffre 9 est le 
chiffre des unités de la racine. La racine demandée est 849 ; et le 
reste de l'opération est 157. 

Le nombre proposé 720958 est donc égal au carré de 849 
plus le reste 157. 

Voici le tableau des opérations : 

7 209-58 18 49 
6_4 

8 0-9 

656 



165 


164 


1 689 


5 

8 25 


4 
656 


9 
15201 



1T3 5-8 

1520 1 

1 57 

On pourrait faire ici les mêmes remarques qu'au n^ 337. 

339. En répétant ces raisonnements, on pourra extraire la ra- 
cine d un nombre composé d'autant de chiffres qu'on le voudra; 
et l'on est conduit à la règle suivante : 

Pour extraire, à moins d'une- unité, la racine carrée d'un nombre 
entier, on le divise en tranches de deux chiffres, à partir de la droite 
(la dernière tranche à gauche pouvant n'en avoir quun). On extrait la 
racine du plus grand carré contenu dans la première tranche à gauche; 
on a ainsi le chiffre des plus hautes unités de la racine. On sous- 
trait de cette première tranche le carré du chiffre écrit à la racine ; 
à la droite du reste, on écrit la tranche suivante, ce qui donne le 
PREMIER RESTE. On séfurc par un point le chiffre des unités de ce 
reste, et l'on divise la partie à gauche par le double du chiffre obtenu 
à la racine; on obtient pour quotient le second chiffre de la racine, 
ou un chiffre trop fort. Pour l'essayer, on l'écrit à la droite du 
double du chiffre déjà obtenu, et l'on multiplie par le chiffre qu'on 
essaye. Si le produit peut être soustrait du premier reste, le chiffre 
essayé est bon, et on l'écrit à la droite du chiffre déjà obtenu à la 
racine. A la droite du reste de la soustraction, on écrit la troisième 
tranche du nombre proposé; on obtient ainsi le second reste. On se- 
Alg. s. 2i 
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pane son premier chiffre à droite par un points et l'on divise la partie 
à gauche par le double de la partie déjà obtenue à la racine; on obtient 
pour quotient le troisième chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. 
Pour l'essayer^ on l'écrit à la droite du double de la partie déjà obtenue 
à la racine^ et ron multiplie par le chiffre quon essaye; si le produit 
peut être soustrait du second reste^ le chiffre essayé est bon^ et on l'écrit 
à la racine. A droite du reste de la soustraction^ on écrit la quatrième 
tranche^ et l'on obtient un troisième reste sur lequel on opk^e comme 
sur les précédents. On continue ainsi jusqu'à ce qu'on ait obtenu tous 
les chiffres de la racine, qui sont en même nombre que les tranches du 
nombre proposé. 

340. Lorsqu'on a obtenu plus de la moitié des chiffres de la ra- 
cine, les autres peuvent s'obtenir par une simple division. - 

Pour fixer les idées, soit N le nombre proposé ; supposons que 
la racine, à moins d'une unité, ait Sn+i chiffres, et qu'on en 
ait déjà obtenu n+1 . Désignons par a la valeur de cette 
partie obtenue, et par x ce qu'il faudrait y ajouter pour com- 
pléter la T?iC\nQ exacte. Soit enfin R le reste auquel on est par- 
venu. 

On aura N=(a+^)*=û*+2aa?+a?* , 

d'où N— a* = R=2a,t?+^' 

et, en divisant par 2a , 

—=x-{'z- , doù x=^ — - . 
2a ' 2a * 2a 2a 

l^oit b la partie entière du quotient de R par 2a , et r le 
reste ; on pourra écrire 

^=*+2a-2i * 

Or, puisqu'on a déjà obtenu n-f 1 chiffres à la racine, il en 
reste n à obtenir; x se compose donc d'un nombre de n 
chiffres, plus une quantité moindre que 1 ; a? est donc moin- 
dre que l'unité suivie de n zéros; et conséquemment x^ est 
moindre que l'unité suivie de . 2n zéros . D'un autre côté, a se 
composant de n-\-l chiffres suivis de n zéros, est plus grand 
que l'unité suivie de 2n zéros ; il en est de môme, à plus forte 

raison, de 2a . La quantité ô~ ®st donc moindre que 1 ; 
d'ailleurs ^ est une fraction ; leur différence 

2a 2a 
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est donc moindre que 1 . Par conséquent, on a à moins d'une 
uni lé près, 

x=ib ; 

c'est-à-dire que si on divise le reste R par 2a, la partie entière 
du quotient donnera les n chiffres qui restent à trouver à la ra- 
cine. Mais on pourra avoir ainsi la racine approchée, h moins d'une 
unité, par excès ou par défaut, suivant que a?* sera plus grand ou 
plus petit que r, ce qu'on ne peut savoir ajorion. 

Si, par exemple, on demande, à moins d*une unité près, la ra- 
cine de 2000000000000 ; la racine devant avoir 7 chiffres, il 
suffira d'en calculer 4 par la règle du n® 339. On trouve que 
ces 4 premiers chiffres sont 1414 , et l'on obtient pour reste 
604000000 . Si l'on divisece reste par le double de 1414000 , 
c'est-à-dire par 2828000 , ou, ce qui revient au même, 604000 
par 2828 , on obtiendra les 3 derniers chiffres de la racine. On 
trouve ainsi, pour ces 3 derniers chiffres, 213 ; et la racine to- 
tale est parconséquent 1414213 , à moins d'une unité près, par 
excès bu par défaut. 

Remarque. On peut déterminer, a joo^^mori, si la racine obtenue 
est approchée par excès ou par défaut. On a en effet 

N=û*-fR et R=2«ô+r 

d'où N=a*-f 2«A+r . 

Sir est plus grand que 6* , N sera plus grand que(a+*)* ^ 
et a-^A sera approché par défaut. Si r est moindre que A* ,N 
sera moindre que (a+ô)* , et «-j-ô sera approché par excès. 

Dans l'exemple précédent, on trouve r=: 1636000 ; et l'on a 
6=213 ,d'où 6^=45369 ; par conséquent r est plus grand 
que 6* , et la racine obtenue est approchée par défaut. 

341. Soit maintenant à extraire la racine du nombre n , à 

moins de la fraction - près. 

C'est chercher deux fractions ayant pour dénominateur p et 
pour numérateurs deux nombres entiers consécutifs a? et x-\-\ , 
tels que ces fractions comprennent entre elles la racine de n . 
Ainsi on doit avoir 

d'où a;<\/n;)*<a?+l ^ 

c'est-à-dire que x est la racine du plus grand carré contenu 
dans np^ . Ainsi : pour extraire la racine d'un nombre n , à moins 
d'une fraction près ayant pour numérateur l et pour dénomina- 
teur p , // faut multiplier le nombre proposé n par le carré du 
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dénominateur p , extraire la racine du produit à moins d'une unités 
et donner à cette racine le dénominateur p . ' 

Si, par exemple, on demande la racine de 42 à moins de -, on 

multipliera 42 par 49 , carré de 7 ; on extraira à moins d'une 
unité la racine du produit 2058 : ayant obtenu cette racine, qui 

est 45 , on lui donnera le dénominateur 7 ; et Ton aura — ou 6f 

pour la racine demandée. 

342. Si la fraction qui exprime l'approximation est une unité d'un 
certs^in ordre décimal, l'application de la régie ci-dessus conduit à 
mettre à la droite du nombre proposé 2 fois autant de zéros qu'on 
veut obtenir de décimales à la racine; à extraire à moins d'une 
unité la racine du nombre ainsi obtenu, et à séparer sur la droite 
de cette racine le nombre de décimales demandé. 

Soit, par exemple, à extraire la racine de 2 à moins de .^^^^ ; 

il faut mettre 12 zéros à la droite de 2 , ce qui donnera le 
nombre 2000000000000 ; extraire à moins d'une unité la racine 
de ce nombre, ce qui donnera 1414213 ; et séparer 6 décimales 
sur la droite de cette racine, ce qui donnera 1 ,414213 . 

Dans le cas où l'on doit avoir un grand nombre de décimales, on 
peut appliquer la méthode abrégée du n® 340. 

. 343. Soit enfin à extraire la racine carrée d'une fraction. 

I. Si les deux termes sont des carrés parfaits, il sufSra d'en ex- 
traire séparément la racine ; car, pour élever une fraction au carré, 
il faut, d'après la règle de la multiplication des fractions, y élever 
séparément ses deux termes. 

Ainsi, la racine carrée de ^r est 5 . 

U. Si le dénominateur seul est un carré parfait, on peut en ex- 
traire exactement la racine, puis extraire celle du numérateur à 
moins d'une unité; on obtient ainsi la racine demandée à moins 
d'une fraction dont le numérateur est 1 , et dont le dénominateur 
est la racine carrée du dénominateur de la fraction proposée. 

Ainsi, la racine de r est ^ ou 5 à moins de r . Mais ce 

degré d'approximation parait en général insuffisant ; il convient 
d'obtenir la racine à moins d'une fraction dont le numérateur soit 
1 et le dénominateur celui de la fraction proposée. Pour cela on 
opère comme dans le cas suivant. 
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III. Si aucun des deux termes n'est un carré parfait, on rendra 
le dénominateur un carré en multipliant les deux termes de la frac- 
tion proposée par son dénominateur; on extraira la racine du nu- 
mérateur àmoins d'une unité, et celle du dénominateur exactement. 
On aura ainsi la racine demandée à moins d'une fraction ayant 
pour numérateur l'unité, et pour dénominateur celui de là fraction 
proposée. 

Ainsi, •la racine de j^ sera celle de 777, c'est-à-dire -^^ 

ou T^ à moins de j^ . 

On peut souvent rendre le dénominateur un carré parfait sans 
être obligé de multiplier les deux termes parcedénominateur, mais 
on n*obtient pas ainsi une approximation suffisante. 

Ainsi, en multipliant les deux termes de la fraction — par 3 , 

21 
on obtient Xg , dont le dénominateur est un carré parfait; et si 

on en extrait la racine on obtient ~r- ou ^ , à moins de - . 
tandis que nous l'avions obtenue à moins de t^ tout à l'heure . 

IV. On peut même obtenir la racine demandée à moins d'une 
fraction ayant pour numérateur l'unité, et pour dénominateur un 
multiple quelconque du dénominateur de la fraction proposée. Par 

exemple, on peut obtenir la racine de | à moins de -^ ^ m étant 

un nombre entier. Pour cela, il suffit de multiplier les deux terme s ' 

par m^b , ce qui donne ^^ ; et, en extrayant la racine ^^'^ . 

Si l'on extrait la racine indiquée au numérateur à moins d'une 

unité, on obtiendra celle de la fraction proposée à moins de ^ . 

7 i 

Ainsi, pour obtenir la racine àe tz h moins de ^^ , on mul- 
tipliera les deux termes par 25 X 12 ou par 300 , ce qui don- 

9400 JiK ^ 

nera ^^ ; et, .en extrayant la racine, ^ ou ^ , à moins 



344. Remarque. 11 peut arriver qu'en extrayant la racine de 
^ à moins de 7 



j à moins de t , oh obtienne pour racine la fraction proposée 
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cllc-méme. Il suffit pour cela que la racine de ab , à moins d'une 
unité, soit a . Or, on a dans ce cas 

ou, en élevant au carré, 

a*<a6<a*+2a+l ; 
ou, en divisant par a , ♦ 

a<6<a+24-i, 

c'est-à-dire que b est plus grand que a , mais plus petit que 

a+2+- ; il ne peut donc avoir que Tune des valeurs a+l 

ou a-j-â. En d'autres termes, la circonstance dont nous parlons 
se présentera quand le dénominateur ne surpassera le numérateur 
que de 1 ou 2 unités au plus. 

7 { 

Par exemple, la racine de g , à moins de g , est la racine 
de gT , cest-a-dire g . 

§ Il De Textractiou de la racine cubiqtie des nombres. 

348. Le cube d'un nombre est an produit de trois facteurs égaux 
à ce nombre. 
Les cubes des nombres 



12 3 4 5 6 7 8 


9 


10 


nt 1 8 27 64 125 216 343 512 


729 


1000 


Les cubes des nombres 






10 100 1000 


etc., 




iOOO 1000000 1000000000 


etc. 





En général, le cube de 10" est 10*» . 

Le cube d'un nombre composé uniquement de dizaines est un nombre 
de mille; car le nombre étant terminé par un zéro, un produit de 
trois facteurs égaux à ce nombre sera terminé par trois zéros. Ainsi 
le cube de 80 est 512000. 

Le cube d'un nombre composé de dizaines çt d'unités contient : 
le cube des dizaines^ le triple produit du carré des dizaines par les 
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unités, le triple produit des dizaines par le carré des unités, et le cube 
des unités. 

Car en appelant n ce nombre, d ses dizaines et u ses 
unités, on a 

n=d-i-u , d'où n'=d'-i-ddhi-\'3du^+u^ . 

346. On appelle racine cubique (i'«?i nombre un second nombre 
qui^ pris trois fois comme facteur^ reproduit le premier. 

Ainsi 2 est la racine cubique de 8 : 3 est la racine cu- 
bique de 27^ etc. On démontrerait comme au n° 334, que lors^ 
quun nombre n'est pas un cube parfait^ sa racine cubique est in- 
commensurable. On ne peut alors robtenir qu'avec un certain degré 
d'approximation. 

Extraire la racine cubique d'un nombre à moins d'une unité près 
(par défaut)^ c'est chercher la racine du plus grand cube contenu dans 
ce nombre. 

Supposons d'abord que le nombre proposé n'ait pas plus de 
3 chiffres ; soit, par exemple, le nombre 641 . 

Ce nombre est compris entre 512 et 729 ; sa racine cubique 
est donc comprise entre 8 et 9; c'est-à-dire que sa racine cur 
bique à moins d'une unité, par défaut^ est 8 . il suffit, comme 
on voit, dans ce cas, de.chercher entre quels cubes consécutifs le 
nombre proposé est compris; la racine du plus petit de ces deux 
cubes est la racine demandée. 

La racine du plus grand serait la racine approchée àmoins d'une 
unité par excès. Ainsi 9 serait la racine de 641 par excès. 

347. Supposons, en second lieu, que le nombre proposé ait plus 
de 3 chiffres, mais pas plus de 6 . Soit, par exemple, le nom- 
bre 641793. 

Ce nombre ayant 6 chiffres est compris entre 1000 et 1000000. 
Le plus grand cube contenu dans ce nombre étant au moins égal 
à 1000 qui y est contenu, est lui-môme compris entre 1000 
et 1000000 , Sa racine, qui est le nombre demandé, sera donc 
comprise entre 10 et 100 , et se composera par conséquent de 
dizaines et d'unités. Le cube de cette racine contiendra donc le 
cube des dizaines, le triple produit du carré des dizaines par les 
unités, etc. Le nombre proposé contiendra en outre un reste s'il 
n'est pas un cube parfait. 

Le cube des dizaines de la racine demandée étant un nombre 
de mille, ne peut se trouver que dans les 641 mille du nombre 
proposé. Je disque, si l'on extrait la racine cubique du plus grand 
cube contenu dans ces 641 mille, on aura le chiffre des dizaine? 
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de la raciûe demandée. En effet» si a désigne la racine de ce plus 
grand cube, on aura 

a^<641<(a4-l)» ; 

d où aMOOO<64iOOO<(a+l)MOOO ; 

ou en ajoutant 793 au nombre intermédiaire, ce qui ne chan- 
gera pas le sens des inégalités, puisque ces nombres expriment des 
mille, 

aMOOO<641793<(a+l)^iOOO ; 

ou, en extrayant la racine cubique, 

a.l()<v64Î793<(a + l).10 . 

La racine du nombre proposé est donc comprise entre a dizaines 
et a-j-l dizaines; il en est de même de la racine cubique du 
plus grand cube contenu, puisqu'elle diffère de lia racine totale de 
moins d'une anité. Elle se composera donc de a dizaines et d'un 
certain nombre d'unités moindre que 10 . 

Le plus grand cube contenu dans 641 est 512 , dont la ra- 
cine est 8 . Le chiffre des dizaines de la racine demandée est 
donc 8 . 

Retranchons du nombre proposé le cube des dizaines obtenues à 
la racine; le reste 129793 contient encore le triple produit du 
carré des dizaines de la racine demandée par les unités, etc. 

Ce triple produit du carré des dizaines par les unités étant un 
nombre de centaines, ne peut se trouver que dans les 1297 cen- 
taines du reste ; et si l'on divise ces 1297 centaines par le triple 
carré des dizaines de la racine, on aura le chiffre des unités ou un 
chiffre trop fort. Divisant 1297 par 3 fois 64 ou par 192 , on 
trouve pour quotient 6 . Pour essayer ce chiffre il faut former le 
triple produit du carré des dizaines par 6 , le triple produit des 
dizaines par le carré de 6 , puis le cube de 6, et voir si lasomme 
de ces trois parties peut être retranchée du reste 129793 . 

On fait ce calcul plus commodément en remarquant que 
3rf*u + 3dM«+w' 
peut s'écrire [3d*+(3rf-[-M)t*]tt . 

On fera donc le triple des dizaines 3£{; on y ajoutera les unités, 
ce qui donnera dd-^u , et l'on multipliera la somme par les 
unités, ce qui donnera. (3rf-|-t*)t* ; on ajoutera ensuite ce pro- 
duit au triple carré des dizaines qui est déjà formé; on aura ainsi 
3rf* -f (3rf4-tt)tt ; et en multipliant par les unités, on aura enfin 

[3a*-f-(3d-hti)t*ltt ou 3rf-e*+3rfu*+ti* . 
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Voici le tableau de ce pelit calcul dans l'exemple dont nous nous 
occupons : 

240 
6 



Triple des dizaines 
Unités 



Somme 

Produit par les unités ti 
Triple carré des dizaines 

Somme 

Produit par les unités 6 



246 



1476 
19200 

20676 



124056 

Ce nombre étant plus petit que le reste 129793 , le chiffre 
essayé 6 n'est pas trop fort. On l'écrira donc à la racine; et en 
retranchant 124056 de 129793 on aura le reste de l'opéra- 
tion 5737 . 

Voici le tableau général des calculs : 

641793186 



512 

129 7 93 

1 24056 

5737 



192 



240 

. 246 

1476 

19200 

2 6 7 6 



124056 

Remarque I. Si Je triple carré des dizaines de la racine n'était pas 
contenu dans les centaines du reste, le chiffre des unités serait , 
et ce reste serait le reste de l'opération. 

Remarque II. La crainte de mettre aux unités de la racine un 
chiffre trop fort pourrait enfairemettre un trop petit. On s'en aper- 
cevrait si le reste de l'opération contenait le triple du carré de la 
racine, plusle triple de cette racine, plus 1 ; carie cubede(fl+ 1)' 
étant a® +3a* +3a+ 1 , surpasse lecube de a de 3a* + 3a+ 1 . 

348. Si le nombre proposé avait plus de 6chiffres, mais pas plus 
de 9 , on démontrerait comme ci-dessus qu'en extrayantlaracine 
du plus grand cube contenu dans ses mille on aurait les dizaines de 
la racine demandée, lesquelles seraient alors exprimées par un 
nombre de 2 chiffres. On retrancherait des mille du nombre pro- 
posé le cube des dizaines obtenues à la racine, et à côté du reste on 
abaisserait les trois chiffres suivants. On remarquerait comme ci- 
dessus que le triple produit du carré des dizaines obtenues par les 
unités ne peut se trouver que dans les centaines de ce reste; et que 
par conséquent en divisant ces centaines par le triple carré des 
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dizaines obtenues à la racine, on aurait les unités ou un chiffre trop 
fort. On essayerait ce chiffre comme ci-dessus; puis, s*il était re^ 
connu bon, on l'écrirait à la racine. Exemple : 

6417938451867 '__ 

5737845'7396 2580 
5303963 7 • 



433882 



2587 

7 



18109 
739600 

757709 

7_ 

5303963 



Ayant obtenu les deux premiers chiffresde la racine, commeci- 
dessus, on a pour reste 5737 ; et en abaissant les 3 chiffres sui- 
vants, 5737845 . On forme le triple cairé de 86 , qui est 7396 , 
on divise 57378 par 7396 ; on trouve pour quotient 8 ; mais 
avec un peu d'habitude, on reconnaît facilement que ce chiffre 
serait trop fort. On essaye donc 7 ; on obtient 5303963 qui peut 
être retranché de 5737845 . Le chiffre 7 est donc bon ; la racine 
demandée est 867 , et te reste de l'opération 433882 . 

De là cette règle : 

Pour extraire, à moins d'une unité, la racine cubique d'un 
nombre entier, on le divise en tranches de 3 chiffres à partir de 
la droite (la dernière tranche à gauche pouvant en avoir moins 
de 3). On extrait la racine du plus grand cube contenu dans la 
première tranche à gauche; on a ainsi le chiffre des plus hautes 
unités de la racine. On soustrait de cette première tranche le cube 
du chiffre trouvé à la racine ; à la droite du reste on abaisse la 
tranche suivante, ce qui donne un premier reste. On sépafe par un 
point les deux premiers chiffres à droite d^ ce reste, et Von divise la 
partie à gauche par le triple carré du chiffre obtenu à la racine ; on 
obtient pour quotient le second chiffre de la nfdne , ou un chiffre 
trop fort. Pour Vessayer, on l'ajoute au triple de la partie déjà 
trouvée à la racine et Von multiplie la somme par ce chiffre ; au 
produit on ajoute le triple carré de la partie obtenue à la racine et 
Ion multiplie cette somme par le chiffre qu'on essaye. Si le 
produit peut être retranché du premier reste, le chiffre essayé est 
bon, et on I écrit à la racine ; à la droite du reste de la soustrac • 
tion on abaisse la tranche suivante ; on obtient ainsi uniSECONO reste. 
On sépare par un point les deux premiers chiffres à droite^ et Von 
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(livisê la partie à gauche par Je triple carré de la partie déjà obtenue 
à la racine ; on essaye le quotient comme ci-dessus^ et l'on continue 
ainsijusquà ce qu'on ait obtenu tous les chiffres de la racine^ qui 
sont en même nombre que les tranches du nombre proposé. 

349. Soit maintenant à extraire la racine cubique du nombre n 

à moins de la fraction - près. 

p ^ 

C'est chercher deux fractions ayant pour dénominateur p et 
pour numérateurs deux nombres entiers consécutifs x et a:-}-* ^ 
tels que ces fractions comprennent entre elles la racine cubique 
de n . Ainsi on doit avoir 

d'où x<^\/np<x-\'l , 

c'est-à-dire que x est la racine du plus grand cube contenu 
dans np^ . Kinsi^ pour extraire la racine cubique d'un nombre n à 
moins d'une fraction ayant pour numérateur l et pour dénominateur 
p , il faut multiplier le nombre proposé n par le cube du dénomina- 
teur p , extraire la raciste du produit à moins d'une unités et donner 
à cette racine le dénominateur p. 

Si, par exemple, on demande la racine cubique de 15 a moins de 

- , on multipliera 15 par 729 cube de 9, on extraira à moins 

d'une unité la racine cubique du produit 10935 ; ayant obtenu 
cette racine, qui est 22 , on lui donnera le dénominateur 9 ; et 

Ton aura -^ ou 2-5- pour la racine demandée. 

Si la fraction qui exprime l'approximation est une unité d'un cer- 
tain ordre décimal, l'application de la règle ci-dessus conduit à 
mettre à la droite du nombre proposé 3 fois autant de zéros qu'on 
veut obtenir de décimales ; à extraire à moins d'une unité la racine 
cubique du nombre ainsi obtenu : et à séparer sur la droite de cette 
racine le nombre de décimales demandé. 

Soit, par exemple, à extraire la racine cubique de 2 à moins 

de T^ , il faudra mettre 6 zéros à la droite de 2 , ce qui 

donnera 2000000 ; extraire à moins d'une unité la racine de ce 
nombre, ce qui donnera 125 ; et séparer deux décimales sur la 
droite de cette racine, ce qui donnera 1,25 . 

350. Soit enfin à extraire la racine cubique d'une fraction. 

I. Si les deux termes sôntdes cubes parfaits, il suffira d'extraire 
séparément la racine de chacun d'eux ; car, pour élever une fraction 
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au cabe, il faut, d'après les règles de la mnltiplîcalion des fractions, 
Y élever séparément ses deux termes. 

512 8 

Ainsi, la racine cubique ^^ 729 ®®* ô • 

II. Dans tous les autres cas, on obtiendra la racine demandée, à 
moins d'une fraction ayant pour numérateur l'unité, et pour déno- 
minateur celui de la fraction proposée, en multipliant les deux 
termes de celle-ci' par le carré de son dénominateur, extrayant la 
racine cubique du numérateur à moins d'une unité, et celle du dé- 
nominateur exactement. 



Car ^ revient à ^ , dont la racine cubique est Sl^ . Ainsi 

la racine cubique de 1, sera celle de <0C^ c'est-à-dire y^ioos 

12 12^ ^ — Î2~ ' 

10 5 , . , 1 
ou T^ , ou g , a moins de p . 

III. On peut obtenir la racine demandée à moins d'une fraction 
ayant pour numérateur { et pour dénominateur un multiple quel- 
conque du dénominateur de la fraction proposée. Par exemple, on 

peut obtenir la racine cubique de r à moins de ^ , m étant 

un nombre entier. Pour cela, il suffit de multiplier les deux termes 

par w^6% ce qui donne ^^^ , et, en extrayant la racine, 

V*'^^^^* . Si Ton extrait la racine indiquée au numérateur à moins 
mh 

d'une unité, on obtiendra celle de la fraction proposée à moins 

de —7 . 
mb 

7 . 1 

Ainsi, pour obtenir la racine cubique de t^ à moins de ^, 

on multipliera les deux termes par 135x144 ou par 18000, 
. , 126000 . , . . , .50 5 

ce qui donnera ^ ; et, en extrayant la racine, ^ ou ^ , 
à moins de ^ . 
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CHAPITRE XV 

SOMME DES PUISSANCES SEMBLABLES DES TERMES d'uNE PROGRESSION 
PAR DIFFÉRENCE. — APPLICATION AUX PILES DE BOULETS. 

§ I. Somme des puissances semblables des termes d'une progression 
par différ^ace. 

3S1. Considérons une progression par différence 

■T a .b ,c ,d , , . . k ,1 

dont la raison est <r et qui a N termes. 
On a la suite d'ëgaiités 

Élevons toutes ces égalités à la puissance n-|- 1 ; nous aurons 

rf-^'=c'^'4-(«+i)c'-<r+y^c"-V'4- '"+');<*;-3'' c»-v...4-j"". 

Noas aurons aussi l'égalité 

Ajoutons toutes ces égalités membre à membre, en observant que 
les termes 0»+' , c"+' , rf"+' .... A-»+' , /"+• , communs'aux 
deux membres de l'égalité résultante peuvent être supprimés ; et 
en posant pour abréger 

S,=a»4-*''+c»+,... +;{;»+/*' ; 
Sn-i^a»-» + i«-«_l-c»-' 4- . . . . -f-ifc»-'-f /—« ; 
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et ainsi de suite; il viendra 

Cette formule permettra de calculer S^ quand oh connaîtra toutes 
les sommes analogues depuis Si jusqu'à S„.i , 

Or, la somme Si est la somme des termes mêmes de la pro- 
gression et peut être facilement calculée (190). Connaissant Si , 
on fera n=i dans la formule ci-dessus ; et on en tirera Si . 
Connaissant Si et S| , on fera n=3 dans la formule , et Ton 
en tirera Sa . Connaissant Si , S, et Sa , on fera n=4 , 
et Ton obtiendra S4 . En continuant ainsi, on finira par obtenir 
Sn , quel que soit le nombre entier n . 

3tS2. Supposons, pour premier exemple, que la progression 
dont il s'agit soit la suite naturelle des nombres, depuis 1 jus- 
qu'à N . Nous aurons «=1 , ^=1 , /=N . 

I. D'ailleurs S.^^^f™ ^^^^^ 

IL Faisons donc n=i dans la formule générale, elle de- 
viendra 

(N+l)»=l+3S,+3Si+N, 

ou (N+l)^=l+3S,+3if±^+N , . 

d'où 6S,=2(N+1)'— 3N(N+1)— 2(N + 1) , 

ou 6S,= (N+l)[2(N-fl)*— 3N— 2] 

. =(N+1)(2N»+N)=N(N+1)(2N+1)/ 

et enfin s.^ W+^m-^^) . 

o 

m. FaiAns n=3 dans la formule générale, elle deviendra 

(N+ir=l + 4S,+6S,+4S,+N , . 
ou(N+l)*=l+4S4-N(N+l)(2N+l)+2N(N+l)+N , 
d'où 4Ss=(N+i)*— N(N+I)(2N+1)— 2N(N+1)— (N-H-l). 
=(N-|-1)*_N(N+1)(2N+1)-(N+1)(2N+1) , 
=(N+1)*-(N+1)*(2N+1) , 
=(N+1)*[(N+1)»-(2N+1)]=(N+1)*N* . 
et S.=m±^ . 
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On remarqaera que cette valeur est égale au carré de Si . 

IV. Connaissant Si , Sf et S3 , on aurait, en faisant n=4 
dans la formule générale, 

(N+iy^=14-5S4+10S3+iOSt+5S,+N , 

d'où Ton tirerait la valeur de S4 . 

3^3. Gomme seconde application de la formule générale, sup- 
posons qu'il s'agisse de la série des nombres impairs depuis 1 jus- 
qu'à 2N — 1 . On remarquera d'abord que le nombre des termes 
de cette progression est N ; car, en appelant x ce nombre 
de termes, on doit avoir (871) 

2N— l = l+2(a:— 1) d'où a:=N . 

On a de plus a—\ , (^=2 et /=2N— l . 

I. La formule du n* 190 donnera 

S ri+(2N^i)1N j^, 

>j\ — q — -11 , 

c'esl-à-dire nm la somme des nombres impairs, depuis l jusqu'à 
un nombre impair quelconque, est égale an carré dit nombre qui 
eorprime le rang de ce nombre impair. 

II. Faisons maintenaut n=:2 dans la formule, elle deviendra 

(2N+l)*=l-f-3.2S,+3.4S,+N.8 
ou (2N-i-l)'=l+6S,+12N»4-8N , 

d'où 6S,=(2N+1)»— i2N»— 8N— I , 

=:8N»— 2N=2N(4N'— I) , 
=2N(2N+1)(2N— 1) ' 
et ' o_ 2N(2N+l)(2N-i) 

6 

On peut donner à celte expression une forme plus simple en appe- 
lant m le nombre impair qui termine la série considérée, c'est- 
à-dire en posant 2N—l=w,d'où2N=m+let2N+l=m+2. 
Il vient en effet 

a__ mim+i){m+^) 

III. On obtiendrait de la môme manière les sommes S3 , S4 , 
et ainsi de suite. 
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§ II. Application aux piles de boulets. 

354. Les piles de boulets en usage dans les arsenaux sont dé 
trois espèces : l"" les piles à base carrée ; S"" les piles à base rectan- 
gulaire ; 3"" les piles à base triangulaire. 

I. Dans les piles à base carrée chaque boulet d'une tranche hori- 
..zontale repose sur 4 boulets delà tranche immédiatement infé- 
rieure. Chaque tranche présente la forme d'un carré, et contient 
autant de files de boulets qu'il y a de boulets dans chaque file ; en 
sorte que si n est le nombre de boulets de la première file de 
cette tranche, le nombre des boulets de la tranche entière sera 
w X n ou n* . De plus, le côté de chaque tranche contient un 
boulet de moins que le côté de la tranohe inférieure. 

Il résultede cette disposition que la tranche supérieure est formée 
d'un seul boulet ; que la seconde est formée de 2 fois 2 ou 4 bou- 
lets ; que la troisième est formée de 3 fois 3 ou 9 boulets; et, 
en général, que la n""" tranche est formée de n* boulets . La 
somme totale des boulets contenu dans une pile à base carrée qui 
a N tranches est donc la somme des nombres 

l+4+9+16+etc.+N* , 

ou là somme des carrés de la suite naturelle des nombres depuis i 
jusqu'à N ; c'est-à-dire, d'après ce qu'on a vu au n** 352, 

N(N+i)f2N-H) 

6 » 

Si, par exemple, il y a 10 tranches,, le nombre des boulets sera 

i^4^ ou 385. 

Une pile àbase carrée peut être tronquée. Elle est alors la diffé- 
rence entre deux piles complètes. Pour fixer les idées, supposons 
qu'elle ait m tranches, et qu'il y ait n boulets dans le côté de 
la tranche supérieure. Puisqu'il y a n boulets dans le côté de la 
première tranche, il y en aura n+1 dans le côté de la seconde, 
n+2 dans le côté de la troisième, etc.'; donc n+w — i dans 
le côté de la w""*. Si donc la pile était complète, le nombre 
des bolilets contenus serait la somme des carrés des nombres 
1 ,2,3... jusqu'à n+m—l , c'est-à-dire 

(n+m— l)(n+m)(2n+2m— 1) 
6 

Maintenant, puisque le côté de la tranche supérieure a n boulets, 
celui de la tranche qui serait placée au-dessus en aurait n — 1 . 
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Le nombre des boulets de la pile qui manque est donc la somme 
des carrés des nombres 1,2,3... jusqu'à n — 1 c'est- 
à-dire 

6 

Le nombre des boulets de la pile tronquée est donc la différence 
entre les deux expressions que nous venons d'obtenir, c'est-à-dire 

6 

Si, par exemple, il y a 7 tranches et qu'il y ait 5 boulets dans 
le côté de la tranche supérieure, le nombre total des boulets sera 



11.12. 23— 4.5.9 
6 



ou 476 



355. IL Dans les piles à base rectangulaire, la tranche supé- 
rieure est une simple file de boulets. La seconde tranche se com- 
pose de 2 files, ay^nt chacune 1 boulet de plus que la file su- 
périeure. La troisième tranche se compose de 3 files, ayant 
chacune 1 boulet de plus que les files de la seconde tranche, ou 
2 boulets de plus que la première file; et ainsi de suite. Si donc on 
désigne par p+1 le nombre des boulets de la première tranche, 

la première tranche aura p+i boulets .... p+i 
la seconde (P+2).2 ou 2i?-t-2*; 

la troisième (l?+3).3 ou 3p+3*; 



la N^*-' 0>+N)N ou N;?-t-N* 

Si Ton fait la somme de ces valeurs on trouvera d'une part 
;?-{-2;?+3;?....+N;? 
ou j9(l+2+3....4-N) , 

•c'est-à-dire hJUN+i) . 

de l'autre , 1 -|-2*-|-3*. . . .+N* , 

e'est-à-dire W+^m+i) . 

D 

La somme totale est donc 

pN(N+l) , N(N4-1)(2N+1) 
/ 2 "•" 6 

N(N+l)(3p+2N+l) 
6. 



OU 



Alg. s. 



22 
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Si, par exemple, il y a li boulets dans la file supérieure et 
qu'il y ait 7 tranches, le nombre total des boulets sera 

7.8.(30+<4 + i) 7.8.45 

c'est-à-dire 420 . 

On évaluerait une pile tronquée à base rectangulaire de la même 
manière qu'on a évalué une pile tronquée à base carrée, c'est-à- 
dire en la considérant comme la différence entre deux piles com- 
plètes. Nous ne nous y arrêterons pas. 

356. Dans les piles à base triangulaire, chaque boulet repose sur 
3 boulets de la tranche immédiatement inférieure. Chaque tranche 
a la forme triangulaire, et se compose d'une série défiles inégales 
dont la première contient l boulet, la seconde 2 boulets, la 
troisième 3 , etc. Chaque tranche a une file de plus que la tranche 
immédiatement supérieure. 

Voyons d'abord comment on peut évaluer le nombre des boulets 
contenus dans une môme tranche. La première file ayant 1 boulet , 
la seconde 2 , la troisième 3 , etc. ; s'il y a n files, la dernière 
contiendra n boulets. Le nombre des boulets contenus dans la 
tranche sera donc la somme des nombres 1 , 2 , 3 ...n; 
c'est-à-dire 

Cela posé, on aura le nombre de boulets de chaque tranche en fai- 
sant successivement dans cette formule 

n=l , w=:2 , w:=:3 , etc. . 

jusqu'à n ; ce qui donnera : 

Pour la première tranche |4 -|-{1 ; 

pour la deuxième tranche {4 • +7 2 ; 

pour la troisième tranche }9 +^3 ; ^ 

pour la quatrième tranche ^16 +^4 ; 



pour la n'*"" tranche ~ir +"îW . 

Faisant la somme, on trouvera d'une part 

1(1 + 4+9 + 16... +«'-) ou i. »("+<mn+l) . 
d'autre part : 

1(1+2+3+4. ..+«) ou |.-?i^ . 
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La somme sera donc 

nin+i){in+i) . n{n+i) 

12 "r" 4 '• 

0, enfin njn±i^ ^ 

Si, par exemple, il y a 10 tranches , le nombre des boulets sera 

10.11.12 



6 



ou 220 . 



On obtiendrait le nombre des boulets d'une pile tronquée à base 
triangulaire, en la considérant encore comme la différence entre 
deux piles complètes. 

Remarques. I. Les nombres compris dans la formule 

n(n+l 
2 

Savoir : 1 , 3 , 6 , 10 , 15 , 21 , 28 , etc., 

sont ceux que Ton appelle triangulaires^ parce qu'ils expriment le 
nombre de boulets, ou d'objets quelconques que Ton peut ranger 
suivant une figure tringulaire. 

II. Les nombres compris dans la formule 

n(n4-l)(n+2) 
6 

Savoir : 1 , 4 , 10 , 20 , 35 , 56 , 84 , etc., 

sont ceux que l'on appelle pyramidaux, parce qu'ils expriment le 
nombre de boulets ou d'objets quelconques que l'on peut ranger 
de manière à former une pyramide triangulaire. 
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CHAPITRE XVI 

DES FRACTIONS CONTINUES. 

§ I. Propriétés principales des fractions continues. 

387. On appelle fraction continue une expression qui se com- 
pose d'une partie entière suivie d'une fraction dont le numérateur 
est 1 , et dont le dénominateur se compose d'une partie entière 
suivie d'une fraction dont le numérateur est 1 , et dont le déno- 
minateur se compose d'une partie entière suivie d'une fraction, et 
ainsi de suite. Telle est l'expression 

x=a4- 



l 



c + ^ 



4h' 



e-f etc 

Les nombres entiers a , 6 , c ^ d ^ etc., se nomment quo- 
tients incomplets; ils sont au moins égaux à 1 , sauf le premier a 

qui peut être nul. Les fractions ^^ " , 5^ etc., se nomment 

fractions intégrantes. Enfin les valeurs successives 

qu'on obtient en s* arrêtant aux quotients incomplets successifs, 
sont ce que l'on appelle les réduites successives. 

358. Formation des réduites. Les réduites peuvent s'obtenir sous 
forme de fractions ordinaires, d'après une loi très-simple. 

En effet, la première réduite est a on j ; la seconde est 
^+Â ^^ " J" . Pour former la troisième, il suffit évîdem- 
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ment de changer dans la seconde b en *+- ,. ce qui donne 



0« ' 6C+1 ' **'' '"""'" 6c+r 



On* voit que le numérateur de cette troisième réduite peut s'ob- 
tenir en multipliant le numérateur ab-^-l de la réduite précé- 
dente par le quotient incomplet c qui répond à la réduite que 
Ton forme, et en ajoutant à ce produit le numérateur a de la ré- 
duite qui précède de deux rangs. De même, le dénominateur de la 
troisième réduite peut s'obtenir en multipliant le dénominateur b 
de la réduite précédente par le quotient incomplet c qui répond 
à la réduite que l'on forme, et en ajoutant à ce produit le dénomi- 
nateur 1 de la réduite qui précède de deux rangs. 

Nous allons montrer que cette loi est générale. Pour cela, soient 

P Q •R S 
P' ' Q' ' R' ' S' ' 

quatre réduites consécutives, r le quotient incomplet qui répond 

R s 

à g; , et 5 celui qui répond à 07 . Admettons que la loi que 

P R 

nous voulons démontrer soit vraie pour les trois réduites p ,^, 0; 1 

.0 
et faisons voir qu'elle subsistera pour la réduite suivante ^, . 

P R 
Si la loi est vraie pour les trois réduites p7 , ^, , —, ^ 

R* Qr+P 
on a R'— Q'r+F • 

Pour former la réduite suivante, il suffit de remplacer r par 
r4— , ce qui donne 

S Qv+s)+'^ Q(rs+1) + Ps _ (Qr+P)s+Q 

ou l-â±tQ 
^" S'~R's+Q' • 

Par conséquent, si la loi est vraie pour trois réduites consécu- 
tives, elle est encore vraie pour la réduite suivante. Or, nous l'avons 
vérifiée pour la troisième réduite, donc elle est vraie pour laqua- 
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trième, étant vraie pour la quatrième , elle est vraie pour la cin- 
quième ; et ainsi de suite; donc elle est générale. Ainsi^pour former 
une réduite quelconque^ il faut multiplier chaque terme de la réduite 
précédente par le quotient incomplet qui répond à la réduite quon 
veut former^ et ajouter au produit le terme correspondant de la ré- 
duite qui précède de deux rangs. 
Si Ton a, par exemple, la fraction 



4+ 



5+i- 



1 



etc. 



' 1+etc. 
on trouvera pour les réduites successives 

2 9 29 154 337 491 
1 ' 4 ' 13 ' 69 ' 151 ' 220 ^ 

Remarque I. D'après la loi de formation, les termes des réduites i 
successives vont toujours en augmentant. 

Remarque II. Si le nombre des fractions intégrantes est limité, 
la dernière réduite ne sera autre chose que la valeur de la fraction 
continue. 

359. La valeur de la fraction continue est comprise entre deux \ 
réduites consécutives quelconques. 

P R 
Soient 57 , ^ , ^, , trois réduites consécutives, et r le 1 

R ' 

quotient incomplet qui répond à ^, ; ^ous aurons en vertu de la \ 

loi de formation, 

R_ Qr+P 

R'~Q'r+P' • 
Si dans cette expression on remplace r , quotient incomplet, | 
par le quotient complet 

^*^r+etc. 

c'esl-à-dire par r augmenté de tout ce qui le suit dans la fraction 
continue, on aura évidenmient la valeur de cette fraction continue. 
En représentant donc ce quotient complet par y , et en appelant 
X la valeur de la fraction continue, on aura 

/ • ^ Qy+P 
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Faisons la différence entre cette valeur et chacune des deux ré- 



P 

duites consécutives p; et q; 


, nous aurons 


r P Q.V + P 


p 'y(QP'-PQ') 


P'~Q'y+P' 


P'— P'(Q'y+P') 


, Q Qv + P 


Q PQ'— QP' 



■Q'~Q'2/+p' Q'~"Q'(QV+p') • 

Or, ces différences sont de signes contraires, puisque y est po- 
sitif ainsi que les dénominateurs, et que les quantités QP' — PQ' 
et PQ' — QP' sont égales et désignes contraires. Donc x est com- 

P 

pris entre les deux réduites consécutives quelconques p et ^ . 

360. Chaque rédtfite approche plus de la valeur de la fraction con- 
tinue que la réduite précédente* 

Car si Ton considère les deux différences ci-dessus en valeur 
absolue seulement, on voit qu'elles ont le facteur commun 

PQ'-QP' 

.Q'2/+P' 

t/ Pi 

multiplié par p dans la valeur de x—^ , et par ^ , dans 

la valeur de ^— M . Or, y est plus grand que 1 , puisqu'il 

renferme le quotient incomplet r qui est au moins égal à 1 
(387); et P' est moindre que Q' d'après la loi de forma- 
tion (358). Par cette double raison ^ est plus grand que ^ ; 

P 

donc X — p7 est plus grand que x — ^, , c'est-à-dire que x 

P 

approche plus de ^, que de p7 ; ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. Comme a est moindre que x ^ a-f ^ sera plus 

grand que x ; la troisième réduite sera moindre que x ; la qua- 
trième sera plus grande que x , et ainsi de suite. Ainsi, toutes les 
réduites de rang impair sont moindres que la valeur de la fraction 
continue ; toutes les réduites de rang pair sont plus grandes que cette 
même valeur. 

D'ailleurs les réduites vont eji s'approchant de la valeur de la 
fraction continue ; donc, les réduites de rang impair vont en augmen- 
tanty et les réduites de rang pair en diminuant. 
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361. Le numérateur de la différence entre deux réduites consécu- 
tives est égal à V unité (en valeur absolue). 

Faisons voir d'abord que ce numérateur est constant. 
En effet, on a 

Q P ^ QF— PQ^ . R_O^ Qr + P _Q_ PQ'— QP^ 
Q' P'~ P'Q' ' R' Q'~Q'r+P' Q'"" Q'R' 

donc ce numérateur est le même en valeur absolue. 

Or, la différence entre les deux premières réduites a et a^-^ 

est T , et a pour numérateur 1 . Donc ce numérateur constant 
est égal à l'unité. 

Remarque. Les deux termes d'une réduite sont toujours premiers 
entre eux. Gslt, puisqu'on a.PQ'— QP'=±1 , si P et P' , par 
exemple, avaient un diviseur commun, ce nombre, divisant le pre- 
mier membre, devrait diviser le second, ce qui est impossible. 

362. L'erreur commise en prenant une réduite pour la valeur de 
la fraction continue est moindre que l'unité divisée par le produit 
du dénominateur de cette réduite et du dénominateur de la réduite 
suivante. 

Si l'on prend, par exemple, ^, pour la valeur de la fraction 

O R 

continue, comme cette valeur est comprise entre ^, et g> , on 
commet une erreur moindre que la différence entre ces deux ré- 
duites. Or, cette différence est ^, ; donc l'erreur commise est 

moindre que l'unité divisée par le produit du dénominateur Q' 
de la réduite à laquelle on s'arrête et du dénominateur R' de la 
réduite suivante, 

GoROLLAmE. Il suit de là qu'^ prenant une réduite suffisamment 
éloignée^ on peut approcher d'ausbi loin qu'on le voudra de la valeur 
de la fraction continue. Car le produit Q'R' peut devenir aussi 
grand qu'on le voudra, puisque, d'après la loi de formation des 
réduites, les dénominateurs vont sans cesse en augmentant. 

Cette propriété a fait donner aux réduites le nom de fractions 
convergentes. 

Remarque I. Si le dénominateur R' de la réduite qui suit 
celle à laquelle on s'arrête n'est pas connu, on peut substituer 
une autre limite à celle que l'on vient d'indiquer. On a, en effet, 
R'=z:Q'r-f-P' . On ne connaît pas r ; mais sa plus petite valeur 
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est 1 ; ainsi R' est au moins égal à Q'+P' . On peut donc 
dire, à fortiori que l'erreur commise en s* arrêtant à la réduite M 

est moindre que QffQitnn l c'est-à-dire moindre que l'unité di- 
visée par le produit qu'on obtient en multipliant le dénominateur de la 
réduite à laquelle on s'arrête, par la somme de ce dénominateur et de 
celui de la réduite précédente. 

Remarque IL Si Tonne voulait pas se servir du dénominateur de 
la réduite précédente, on pourrait supprimer P' au dénomina- 
teur de l'expression ci-dessus, ce qui la rendrait plus grande; on 
peut donc dire que l'erreur commise est, à fortiori, moindre que 
l'unité divisée par le carré du dénominateur de la réduite à laquelle on 
s'arrête» 

Si, par exemple, on se reporte à la fraction 



44 



1 



1 



1 



2+etc. 

13 



29 

du n® 388, et qu'on s'arrête à la réduite — ; l'erreur commise 

sera moindre que j^ztôq ou que -^ . En adoptant la règle 
indiquée dans la remarque I , on aurait simplement pour li- 
^^^ 13(134-4) ^^ Ûâ ' ®*' ®^ adoptant la règle indiquée 
dans la remarque II on aurait seulement pour limite -jt? ^^ 
1 
169 • 

363. Une réduite quelconque approche plus de la valeur de la 

fraction continue que toute autre fraction dont les termes seraient 

aussi simples ou plus simples. 

A 
En d'autres termes : pour qu'une fraction -^ approche plus de 

la valeur x de la fraction continue qu'une réduite ^ , il faut 

que B soit plus grand que Q' , et que A soit plus grand 
que Q . 

En effet, si g- approche plus de x que M , il en appro- 
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p* 

chera à plus forte raison plus que la réduite précédente 5-, ; et, 



comme x est compris entre ces deux réduites, il faudra que j, 

tombe elle-même entre ces deux réduites. Par conséquent on aura, 
en valeur absolue, 

A P ^Q P AP'— BP^ 4 ,«^.v 

B-F<Q~P' ^^, BP' <FQ' (^^*^- 

Or, AP'— BP est un nombre entier, et ne saurait se réduire à zéro ; 

A P A 

car on aurait alors g=p7 , et la fraction g ne serait pas plus 

approchée de x que ^ (360)^ Il faut donc que AP' — BP 

soit au moins égal à 1 ; mais alors, pour que l'inégalité ci-dessus 
ait lieu, il faut que B soit plus grand que Q' . 

P' B Q' 

En considérant les fractions p , T ^* ' ^^^ ^^^^ ^^^^^ 

rangées par ordre de grandeur, on démontrerait de môme que A 
doit être plus grand que Q . 

364. Toute fraction continue périodique (c'est-à-dire dans la- 
quelle un certain nombre de quotients incomplets se reproduisent 
périodiquement dans le môme ordre) est une des racines d'une équa- 
tion du second degré à coefficients commensurables. 

Pour fixer les idées, considérons une fraction continue pério- 
dique mixte ^ c'est-à-dire dans laquelle un certain nombre de 
quotients incomplets, à partir du premier, ne se reproduisent pas. 
Par exemple : 



x=^- 



\ 



l 



•4+1 



i+'- 



44-' — 



Représentons par y l'ensemble du quotient incomplet 1 et 
de tout ce qui suit; nous pourrons écrire 

^-2+i— i et î,^l+i— ^ 
3+r, 



y 4+i 
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En appliquant la loi de formation des réduites, on trouvera 

^— 3y+l ®' y—ny+H • 

En éliminant y entre ces deux équations, on trouverait, pour 
déterminer x , une équation du second degré. 
Mais il est plus simple d'opérer comme il suit : 
La seconde équation revient à 

21y*— 20y— 6=0 

et n'a qu'une valeur positive qui est — ^^^^ — ; en la portant 
dans la valeur de x , on obtient 

li2+7\/326 _ (li2+7\/226)(5i — 3\/226) 
' SI + 3^226" 567 

9664-^i\/226 __ 46+Vâ26 
~ 567 27 

Généralement, si après une suite de quotients incomplets a , 
ft , c ,..../, qui ne se reproduisent pas, il vient une sérié 
de quotients incomplets m ^ n , j9 , — w qui «e reproduir 
sent périodiquement dans le même ordre, on pourra poser 

x=a+^ — 7 et y=m+- — ^ 
\ c ' p 



Xz 



'+i "+1 ■ 

P Q 
Appliquons la loi de formation des réduites; soient p? et q, 

les deux avant-dernières réduites de la valeur de x ; "la dernière, 
qui ne sera autre que x (388, Remarque II), aura pour valeur : 

Q.V+P 



-Q'2/ + P' 



R S 

Soient îw et g? les deux avant-dernières réduites de la va- 
leur de y ; la dernière, qui ne sera autre que y , aura pour 



valeur 



^~R'y+S' 
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En éliminant y entre ces deux équations, on aurait pour déter- 
miner X une équation du second degré. 

Mais on peut mettre d'.abord la seconde équation sous la forme 

R'»*+(S-R)»-s=o . 

Cette équation, dont le dernier terme est négatif, n'aura qu'une 
racine positive ; si on nomme p cette racine, on aura 

Qp+P 

Ce que nous venons de dire comprend le cas où la fraction con- 
tinue serait périodique simple^ c'est-à-dire où tous les quotients 
incomplets, à partir du premier, se reproduiraient ; car ce cas est 
précisément celui de la valeur de y écrite ci-dessus. 

. § II. AppUcations. 

368. Quand on a une fraction dont les termes sont considérables, 
on peut souvent lui substituer avec avantage une fraction approchée 
dont les termes soient plus simples, et n'aient, par exemple; pas 
plus de 1 ^u 2 chiffres. Il faut alors, parmi les fractions de 
cette espèce, choisir celle qui approche le plus de la fraction pro- 
posée. Pour cela, on réduit celle-ci en une fraction continue; on 
choisit, parmi les réduites qui remplissent laconditk)n demandée, 
celle qui est du rang le plus élevé ; et, en vertu des principes éta- 
blis aux n""^ 360 et 363 on a la fraction demandée. 

ZK70 

Soit, par exemple, la fraction ^tôk , qu'on se propose de rem- 
placer par une fraction approchée qui n'ait pas plus de deux chiffres 
à son dénominateur. On commencera par réduire la fraction pro- 
posée en fraction continue. 

Pour cela, on divisera le numérateur 4573 par le dénomina- 
teur 2195 ; le quotient 2 sera le premier quotient incomplet ; 
et l'on aura 

4573_a , J83^_a , i 

On divisera 2195 par le reste 183 de la division précédente; 
le quotient 11 sera le second quotient incomplet ; et l'on aura 

2195 .. , 182 ... 1 



183 ~ • 183" 



/183\ • 

Km) 
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On divisera 183 par 182 ; le quotient 1 sera le troisième 
quotient incomplet : et Ton aura 

Â?3_, , JL 
182~ ^183 • 

Bn rapprochant les égalités précédentes, on en déduit facilement 

4573_2 r 1 



219^ ' M+i 



*+182 • 

on voit que, pour réduire une fraction ordinaire en fraction con- 
tinue^ il faut appliquer à ses*deux termes le procédé du plus grand 
commun diviseur ; les quotients successifs sont les quotients incomplets 
que r on cherche. 

Ce procédé est même Torigine de la dénomination de quotients 
incomplets. 

Si l'on forme les réduites successives, on obtient 

2 23 25 4572 

1 ' H ' 12 ^ 2195 • • ' ' 

25 
La fraction tt est donc celle qui remplit les conditions deman- 
dées. Elle approche de la proposée à moins de |2X2195 ^^ 
1 



26340 • 

366. Une fraction décimale pouvant toujours être mise sous 
forme de fraction ordinaire, on peut lui appliquer le même pro- 
cédé. 

Si la fraction décimale n'était qu'approchée par défaut, il fau- 
drait augmenter d'une unité son dernier chiffre décimal, et 
développer comme il vient d'être dit, lafraction proposée et la frac- 
tion modifiée. La véritable valeur de celte fraction étant comprise 
entre les deux développements, les quotients incomplets communs 
appartiendraient au développement de cette véritable valeur. 

Si, par exemple, on développe ainsi les fractions 

3,1415926 et 3,1415927 

qui sont des valeurs approchées du rapport tt de la circonférence 
au diamètre,-on trouve que la série des quotients 

3 , 7 , 15 et, 1 

est commune aux deux développements. On peutdonc prendreces 
quotients comme faisant partie du développement du nombre ^ . 
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On obtient ainsi les quatre réduites 

3 22 333 355 
î ' 7 ^ 106 ' 113 ' 

22 
parmi lesquelles on reconnaît le rapport y donné par Archi- 

355 

inède^ et le rapport tj^ attribué k Adrien Métius. 

367. On peut développer sous forme de fractions continues les 
quantités irrationnelles, ce qui fournit un moyen d'approcher de 
leur véritable valeur. 

Soit, par exemple, à développer ^11 en fraction continue. 
Cette racine étant comprise entre 3 et 4 on peut poser 

en désignaot par x une quantité plas grande que 1 . On tire 
delà . 

. a.=^J— =^^ (161). 

fi 7 

Cette valeur est comprise entre « ^t r , par conséquent entre 
3 et 4 ; on peut donc poser 

^=Vh+3_3 , 1 
2 ~^^y ' 

en désignant par y une quantité plus grande que 1 . On tire 
de Ik 

Cette valeur est comprise entre 6 et 7 ; on peut donc poser 

y^s/îï+3-6+^, 

en désignant par z une quantité plus grande que 1 . On tire 
de cette équation 

1 

Par conséquent, z est égal à a: ; ce qui indique qu'à partir de 
la seconde égalité les calculs se reproduiront indéfiniment dans le 
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même ordre, et que la valeur de ^11 est une fraction continue 
périodique. En rapprochant les égalités qui précèdent, on trouve. 

v/n = 3+i— : 



' 6+ etc. 
On obtient ensuite les réduites successives : 



3 


10 


63 


199 


1 


' 3 ' 


19 


' 60 ' 


La seconde est 


approché! 


Bà 


moins de 


la troisième 









1257 
379 



etc. 



1 i_ 

19X3 ^^ 57 

1 l 
OU 



19X60 ^ 1140 ' 
la quatrième ^^^ ou ^ , etc, 

368. Le développement en fraction continue peut servir à ré- 
soudre les équations exponentielles. 
Soit, par exemple, à résoudre Téquation 

10^=200 ." [1] 

Si Ton donne à x les valeurs 1 , 2 , 3 , on obtient pour 
10^ les valeurs 10 , 100 , 1000 . Le nombre 200 étant com- 
pris entre ces deux derniers nombres, il s'ensuit que l'exposant 
X est compris entre 2 et 3 ; et que par conséquent on peut 
poser 

^-2+J , • [2] 

en désignant par y une quantité plus grande que l'unité. Mettant 
pour X cette valeur dans l'équation [1], on obtient 

iO+»=200, ou 10M0ï=200 , ou 10»=?^=2 , 

lUU 

et, en élevant les deux membres à la puissance y , 

10=2y . [3] 

Donnons à y les valeurs 1,2,3,4; nous trouverons 
pour 2y les valeurs 2 , 4 , 8 , 16 . Le nombre 10 étant 
compris entre ces deux derniers nombres, il en résulte que y est 
compris entre 3 et 4 , et que l'on peut poser en conséquence 

y =3+^ , [4] 
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en désignant par z nne quantité plus grande que rnotté. Mettons 
cette valeur à la place de y dans Téquation [3], elle deviendra 

10=2^'=2'.2^=8.2' ^ d'où f=2^ ^ 

ou, en élevant l^s deux membres à la puissance z , 

(■f)'=S . 151 

Donnons à z les valeurs 1 , 2 , 3 , 4 ; nous trouverons 
pour (-^Y les valeurs correspondantes ^ , -^ , -rrj , 

iOOOO 

-rrrr- . Lc uombrc 2 étant compris entre ces deux derniers 

nombres, on en conclut que z est compris entre 3 et 4 ; et 
Ton peut par conséquent poser 

^=3+J , [6] 

en désignant par t une quantité plus grande que Tunité. Cette 
valeur^ mise pour a dans Téquation [5], donne 

(!|)-î=2..u («)!(V»)'=^.~ ©•=«fô)=IS 
et en élevant les deux membres à la puissance t , 

8"~"\ioooy • ^'J 

En donnant à t les valeurs 1 ,2,3, 4,5, 6,7, 
8 , 9 et 10 , on trouve, par un calcul assez laborieux, que 

y est compris entre les résultats correspondants à ces deux der- 
niers nombres : en sorte que t est compris entre 9 et 10 , 
et que Ton peut poser 

t=9+i , [8] 

en désignant par u une quantité plus grande que l'unité. 

Si Ton rapproche les relations [2], [4], [6], [8], on verra que la 
valeur de x se développe sous la forme 

(r=2+i— : 



3+i 



^+i ^ 
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c*est'à-dire SOUS forme d'une fraction continue, que Ton pourra 
pojasser aussi loin qu'on le voudra. Le seul obstacle sera la lon- 
gueur des calculs, qui croît à mesure qu'on avance, et rend cette 
méthode impraticable lorsqu'on veut obtenir une grande approxi- 
mation. 

Les quatre premières réduites de la valeur que nous venons 
d'obtenir sont 

2 7 23 214 . 

1 ^ 3 ^ 40 ^ 93^ 

cette dernière est approchée à moins de 

1 1 

ou 



93(93+10) 9579 * 

369. Enfin le développement en fraction continue peut servir à 
trouver un premier système de valeurs propres à satisfaire à une 
équation du premier degré à deux indéterminées. 

Soit l'équation à deux indéterminées. 

aX'\-by=c . 
On développe le rapport ~ en fraction continue (368). Lader- 

CL R 

nière réduite sera t ; désignons par «7 l' avant-dernière. En vertu 
du principe démontré au n° 361, si ^ est de rang pair, on aura 

aR— 6R=1 , 

d'où, en multipliant par c , 

aKc—bRc—c . 
On voit donc qu'on satisfera, dans ce cas, à la proposée, en posan t 
x=:R'c et y=: — Rc . 

Si T est de rang impair, on aura 

aK'—bR=—l. 

Multipliant alors par — c , on obtiendra 

— aR'c+6Rc=c ; 

et Ton voit qu'on satisfera, dans ce cas, à l'équation proposée en 
posant 

x= — R'c et y=Rc . 

Prenons pour exemple l'équation 

8a:+13y=159 

Alg. s. 23 
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déjà traitée au n^ 318. Développons en fraction continue le rap- 
port jz ; nous trouverons pour les quotients incomplets successifs 

0,1,1,1,1,1,1; 

en sorte que les réduites successives seront 

4 12 3 5^ 

1 ^ 1 ' 2 ' 3 ' 5 ' 8 ^ 13 • 

Le numérateur de la différence entre les deux dernières est 

8.8— 13.5=— 1 . 

Multipliant donc par — 159, il vient 

—8.8.159+13.5.159=159 , 
d'où a:=— 8.159=— 1272 , 

y=+5.159=-f 795 . 

On obtiendrait, en effet, ces valeurs en faisant ('";= — 99 dans 
les valeurs générales trouvées au numéro cité. 

Remarque. Cette méthode a l'inconvénient de donner pour x 
et y un système de valeurs qui ne sont pas, en général, assez 
simples. 
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CHAPITRE XVII 



DES APPRÔXIUATIOI^S* 



370. On est souvent obligé d'introduire dans le calcul des quan- 
tités qui ne peuvent être obtenues qu'avec un certain degré d'ap- 
proximation; tels sont les quotients décinaïaux périodiques, telles 
sont les racines des nombres qui ne sont pas des puissances par- 
faites, tel est encore le rapport tt de la circonférence au diamètre 
qui figure dans une foule d'applications géométriques, etc. Les 
données du calcul n'étant alors qu'approchées, le résultat final de 
ce calcul ne peut lui-même être obtenu exactement. On peut, en 
conséquence, se proposer deux questions: 1" Connaissant la limite 
de l'erreur commise sur lesdonnées, déterminer le degré d'approxi- 
mation avec lequel le résultat pourra être obtenu; 2** réciproque- 
ment, déterminer le degré d'approximation avec lequel les don- 
nées du calcul devront être prises pour que Terreur commise sur 
le résultat soit moindre qu'une quantité assignée à l'avance. 

Quoique ces deux questions semblent être du ressort de l'arith- 
métique, leur solution ne peut être donnée d'une manière satis- 
faisante sans le secours de l'Algèbre ;c'est'pourquoi nous avons cru 
devoir en faire l'objet de ce chapitre. 

L'erreur commise sur une quantité peut être appréciée de deux 
manières, ou en elle-même et d'une manière absolue, comme 
lorsqu'on dit qu'une quantité est approchée à moins d'un 10" d'u- 
nité, d'un 30" d'unité, d'un 100" d'unité, etc. ; ou, par rapport à 
la valeur exacte de la quantité dont il s'agit, comme lorsqu'on 
dit qu'une quantité est approchée à moins d'un 10" de sa valeur, 
d'un 30" de sa valeur, d'un 100" de sa valeur. 

Dans lepremiercas l'erreur est aôso/w^, et àcette espèce d'erreur 
correspond un certain degré d'approximation absolue. Dans le se- 
cond cas l'erreur e^i relative^ et à cette seconde espèce d'erreur 
répond aussi un certain degré à* approximation relative. Nous con- 
sacrerons un paragraphe à chacune de ces deux espèces d'approxi- 
mation. 
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' § I. Des approximations absolues. 

371. Nous supposerons d'abord qu'une seule des données soit 
approchée. Nous la désignerons par A ; nous la supposerons com- 
prise entre- a et a + ef ; en sorte que l'une quelconque de ces 
deux dernières quantités sera une valeur de A approchée à moins 
de (f, soit par défaut, soit par excès. 

Addition. Soit à ajouter à A une quantité exacte B . On a 

donc â5+B<A+B<a4-(f+A . 

Or, les quantités extrêmes diffèrent entre elles de ef ; Terreur 
commise en prenant l'une d'elles pour la valeur de a4-B , est 
donc moindre que ^ , c'est-à-dire que le degré d'approximation de 
la somme est le même que celui de A. 

Soustraction I. Soit à soustraire B de A, on aura 

«— B<A— B<fl+(y— B . 

Les quantités extrêmes diffèrent encore de<r; donc Terreur com- 
mise, en prenant Tune d'elles pour la valeur de A — B , est moin- 
dre que (f , c'est-à-dire que le degré d'approximation de la diffé- 
rence est le même que celui de k ^ et elle a le même sens. 

II. Soit à soustraire A de B , on aura 

B— o>B— A>B— a— <? . 

Les quantités extrêmes diffèrent toujours de & ; ainsi Terreur 
commise en prenant Tune d'elles pour la valeur de B — A , est 
moindre que â ; mais, si Ton prend A par défaut. Terreur sera 
par excès; et si Ton prend A par excès, Terreur sera par défaut. 
Donc le degré d'approximation de la différence est encore le même que 
celui de X ; mais l' approximation ^est en sens contraire. 

372. Multiplication I. Soit à multiplier A par B , on aura 

aB<AB<(a+<r)B ou aB+B<? . 

Les quantités extrêmes diffèrent de <^B ; Terreur commise en pre- 
nant Tune d'elles pour la valeur de AB est donc moindre que (TB, 
c'est-à-dire que l'erreur commise sur le produit est moindre que lu 
limite de l'erreur commise sur le facteur approché A , multipliée 
par le facteur exact B . 

Si, par exemple, A est approché à moins de ^^ , et que B 

5 1 

soit égal à 5 , Terreur commise sera moindre que 35 ^^i g • 
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Si A est approché à moins de 0,01, et que B soit 
à 31,5, l'erreur commise sera moindre que 0,01x31,5 ou 
que 0,315. 

Si A est approché à moins de 0,001 , et que B soit égal 
à 31500, Terreur commise sera moindre que 0,001x31500, 
c'est-à-dire moindre que 31, 5. 

373. II. On peut demander avec quel degré d'approximation B 
doit être pris pour que le produit soit approché à moins d'une quan- 
tité donnée g. 

On vient de voir que Terreur commise sur le produit est moin-: 
dre que e^B ; posonc 

«<« , 

et nous satisferons à fortiori à la condition proposée. 

On tire de là ^< | , 

c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise sur le facteur A doit 
être moindre que la limite de r erreur qu'on veut commettre sur le 
produit, divisée par le facteur exact B . 

Si, par exemple, on veut obtenir le produit à moins de 0,001, 
et queB soit égal à 95,5 , on dcîvra avoir 
,^0,001 .^ i 



39,5 "^39500 '> 

c'est-à-dire que le facteur A devra être approché à moins d'un 
39500® . En calculant A à moins d*un cent-millième on rempli- 
rait à fortiorildi condition. 
Si Ton avait B:=0,395, on devrait avoir 

c'est-à-dire que le facteur A devrait être approché à moins 
d'un 395® . En le calculant à moins d'w» millième, on remplirait 
ft fortiori la condition. 

Si Ton avait B=0,00395, on devrait avoir 

"^0,00395 ^" ^3,95 ' 

ou, si Ton veut, c^<t . En calculant A à moins A*un dixième 
on remplirait à fortiori la condition. 

374. Division I. Soit à diviser A par B , on aura 

b^b"^ b -» 
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6 
B 



Les quantités extrêmes diffèrent de ^ ; ainsi Terreur commise 



A 8 

en prenant Tune d'elles pour la valeur de ^ est moindre que g, 

c'est-à-dire que V erreur commise sur le quotient est moindre que la 
limite de l'erreur commise sur le dividende A , divisée par le di- 
viseur B . 

Si, par exemple, A est approché à moins de ^^ et que B 

soit égal S 43,7 , Terreur commise sera moindre que 

30^ OU que ^ . 

Si A est approché à moins de 0,001 et que B soit égal 
à 8,75, Terreur commise sera moindre que 

0.001 1 

â;^ ^^ î"^ 875Ô • 

Si A est approché à moins de 0,1 et que B soit égal à 
0,085, Terreur commise sera moindre que 

0,01 1000 ,, „ 

j_^ ouque -gg^, ou que 11,76.... 

37S. II. On peut demander avec quel degré d'approximation A 
doit être pris pour que le quotient soit approché à moins d'une 
quantité donné t. 

On vient de voir que Terreur commise sur le quotient est moindre 

que -g , posons 

!<•.■ 

et nous satisferons à fortiori à la condition proposée. 

On tire de là J<«.B 

c'est-à-dire que la limite de terreur commise sur le dividende A doit 
être moindre que la limite de terreur qu'on veut commettre sur le 
le quotient^ multipliée par le diviseur B . 

Si, par exemple, on veut obtenir le quotient à moins de ^^ 

et que B soit égal à 24 , il faudra qu'on ait . 

24 1 

^^3Ôôô ^^ ^"^125 ^ 
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c'est-à-dire que le dividende A devra être approché à moins 

^^ ii • 

En calculant A à moins de 0,001, on remplirait à fortiori la 
condition proposée. 

Si Ton veuf obtenir le quotient à moins de .0,0001 et que B 
soit égal à 37,5, on devra avoir (y<0,0001 x 37,5 ou (^ <0,00375. 
En calculant A* à moins de 0,001, on remplirait à fortiori la 
condition proposée. 

Si Ton veut obtenir le quotient à moins de 0,01 et que B soit 
égal à 3759, on devra avoir 

<r<0,001x3759 ou c^<37,59 . 

En calculant A à moins d'une dixaine, on remplirait à fortiori 
la condition. 

376. m. Soit maintenant à diviser B par A; on aura 

Les quantités extrêmes dijBfèrent de 

B B , B8 

— ou de 



a+B a "" "* a(a+8) • 
En appelant e Terreur commise en prenant une de ces quantités 
extrêmes pour la valeur de - on aura donc 

^<i(lf:s) ^ et à fortiori, ^<~ ou cy.| , 

c'est-à-dire que l'erreur commise sur le quotient est moindre que la 
limite de f erreur commise sur le diviseur A , multipliée par le quo- 
tient qu*on obtient en divisant le dividende B par le carré de la va- 
leur de A approchée par défaut. 

Si, par exemple, la valeur approchée de A à moins de 

31 
est 25 t par défaut, et qu'on ait B=16,33 , on aura 

^1 i6,33 ^46,33X25 ^ 408,25 

V25>/ 
OU à peu près, et à fortiori ^<r . 



1^ 
25 
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Si la valeur approchée de A, à moins de 0,01 est 8^75,61 
qu'on ait B=0,33, on aura 

J_ 0,33 33 '_ 1 

^^i00'{8,75)> ^^ ^"^765625 ^^ ^^23200 ' 

Si la valeur de A approchée à moins de 0,0001 est 1,46^ et 

qu'on ail B=0,045, on aura 

* 

_{_ 0,045 45 \ 



MOOO- (1,462)» ""^ "^^2437444 ""^ ''^47498 * 

377. IV. On peut demander avec quel degré d'approximation 
doit être pris le diviseur A , pour que le quotient soit approché à 
moins d'une quantité donnée g. 

On vient de voir que Terreur commise sur le quotient est moindre 

B6 . 
que "Y ; posons 

CL 

et nous satisferons à fortiori à la condition proposée. 
On tire de là ^^^'^ ' 

c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise sur le diviseur A 
doit être moindre que la limite de r erreur qu'on veut commettre sur 
le quotient, multipliée par le quotient qu'on obtient en divisant le 
carré de la valeur du diviseur A (approchée en moins) par le divi- 
dende B . 

Il faut remarquer que cette valeur approchée du diviseur dépend 
du degré d'approximation que Ton cherche, et n'est par consé- 
quent pas connue; mais, comme la condition ci-dessus [IJ sera 
remplie à fortiori si on y satisfait après avoir remplacé a par une • 
quantité moindre, on pourra mettre pour a dans cette formule 
une valeur de A approchée par défaut à un degré d'approximation 
quelconque, moins grande que celle qu'on cherche à obtenir. 

Si, par exemple, on a B=21,55; A=8,317317.... et qu'on 
veuille obtenir le quotient à moins de 0,0001, on pourra prendre 
8 à la place de a, et écrire 

^<T?:^X^;r-^ d'où ^<: 



MOOOO"^ 21,55 ^3367,1.. ' 

En prenant A à moins d'un dix^mUlième, c'est-à-dire 8,3173, 
on remplirait à fortiori la condition proposée. 
Si l'on a B=560; A=l, 6545454....; et qu'on veuille obtenir 
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le quotient à moins de 0,001 , on pourra prendre Ifi à la place 
de a , et écrire 

"^iOOO- 560 ^ ^^218750 ' 

En prenant A à moins de 0,000001 , c'est-à-dire 1,654545 , 
on remplirait à fortiori la condition proposée. 

Si Ton a B=0,25 et A=\/5 , et qu'on veuille obtenir le quo- 
tient à moins de 0,01 , on pourra prendre 2 à la place de a , 
et écrire 

Eh calculant \/E à moins d'un dixième^ on remplirait à. /or^'on 
la condition. 

378. Carré. I. Soit à former le carré de A ; on aqra 

a'<A*<(a-^<r)* ou a*4-2a<r+(y* . 

La différence entre les quantités extrêmes est iaâ-\-â^^ ainsi 
en appelant toujours e Terreur commise quand on prend l'une 
de ces quantités extrêmes pour la valeur de B* , on aura 

et, à fortiori, 

e<2a(r+2(y' ou ^<2(a+(f)(r , 

c'est-à-dire que la limite de V erreur commise sur le carré est moindre 
que la limite de l'erreur commise sur la première puissance, multipliée 
par le double de la valeur de cette première puissance, approchée par 
excès. 

Si, par exemple, la valeur de A , approchée à moins de ^^ 

23 
est , Terreur commise en Télevant au carré sera moindre que 



30' 



1 -ç. 24 48 i 

7;7:X2.— OU ^^ OU 



30^ "'30 900 18,75 

et, à fortiori^ moindre que ,g . 

Si la valeur de A , approchée à moins de 0,00i est 5,341 ; 
l'erreur commise, en élevant au carré sera moindre que 

0,001 X 2 X 5,342 ou que 0,010684 , 

ou, à fortiori, moindre que 0,011 . 

37d. H. On peut demander avec qu«l degré d'approximation il 
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faut prendre A ; pour qu'en Télevant au carré Terreur commise 
soit moindre qu'une quantité donnée c . 

On vient de voir que l'erreur commise en formant le carré est 
moindre que ^(a+â)^; posons 

On tire de là <^<2(^) ^ [2] 

c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise sur A doit être 
moindre que la limite de l'erreur quon veut commettre sur son 
carré, divisée par le double de la valeur approchée de A , par 
excès. 

Ici encore la valeur approchée a-f-ef dépend du degré d'approxi- 
mation que l'on cherche et n'est, par conséquent, pas connue à 
l'avance ; mais on peut mettre à la place de a + e^ une quantité 
plus grande ; si l'on satisfait à l'inégalité dans ce cas, l'inégalité [2] 
sera satisfaite à /brrtort. On peut donc remplacer a + <^ P^r une 
valeur la plus simple possible approchée par excès. 

Si, par exemple, A est égal à 7,364364364.... on pourra 
remplacer a par 7,4 ; et si l'on veut que le carré soit approché 
à moins de 0,001 , on écrira 

*^0»00i ^^ i 
^<'7r:r ou i<' 



En prenant A avec 5 décimales, on remplira à fortiori cette 
condition. 

Si A est égal à 329,7273...., on pourra remplacer a par 
330 ; et si l'on veut que le carré soit approché à moins de 
0,0001 , on écrira : 

0,0001 . i 

^330X2 ^"^6600000 ' 

En prenant A avec 8 décimales, on remplira à fortiori cette con- 
dition. 

380. Racine carrée. ^ Soit à extraire la racine carrée de A ; 
on aura _ _ 

La différence entre les quantités extrêmes est ^a-j-cT — \Ja ; en 
appelant e l'erreur commise^en prenant une de ces quantités 
extrêmes pour la valeur de \Ja , on aura donc 

e<C\Ja-\-â—\Ja • 
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Multiplions et divisons à la fois le second membre par yja+â+sja; 
il viendra 



et, à fortiori, ^^vJa ' 

c'est-à-dire que terreur commise sur la racine carrée est moindre 
que la limite de l'erreur commise sur le nombre proposé, divisée par 
deux fois la racine carrée de la valeur approchée de ce nombre par 
défaut. 

Si, par exemple , la valeur approchée de A , à moins de ^^ 

23 

est ^ , on aura 

e< 



V; 



23 
30 



OU, en mettant pour la racine qui entre au dénominateur sa valeur 
approchée par défaut, ce qui est permis puisque cette substitution 
tend à augmenter le second membre, 

^ \30/ ^ 1 

^•30 

Si la valeur approchée de A , à moins de 0,001 , est 11,522, 
on aura 

0,00i 
^'^2\/i 1,522 ' 

ou, en mettant pour le radical du dénomhiateur sa valeur appro- 
chée par défaut 3,39.... , 

^ 0,001 ^ i 

381. IL On peut demander avec quel degré d'approximation il 
faut prendre A pour que la racine carrée soit approchée à moins 
d'une quantité donnée f . 
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On vient de voir que la limite de Terreur commise sur la racine 
est moindre que — r= ; posons donc 



2\/â 
nous satisferons à fortiori à la condition proposée. 

On tire de là 6<«.2^ , [3] 

c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise sur A doit être 
moindre que la limite de l'erreur qu'on veut commettre sur sa racine, 
multipliée par deux fois la racine carrée de la valeur approchée 
de A , par défaut. 

Ici encore, cette valeur approchée de A n'est pas connue, 
puisqu'elle dépend du degré d*approximation que l'on cherche ; 
mais on peut la remplacer par une quantité moindre ; si l'on satis- 
fait à l'inégalité dans ce cas, l'inégalité [3] sera satisfaite à fortiori. 

Si, par exemple, on a A ==31 8,272727.... , et qu'on veuille 
obtenir sa racine à moins de 0,001 , on pourra remplacer a par 
318 , et ^a par sa valeur approchée par défaut 17 . On devra 
donc avoir 

(r<0,001x34 ou â<OftU . 

En prenant A avec deux décimales, on satisfera à fortiori à la 
condition. 

Si l'on a A=:0,047 12712.... , et qu'on veuille ohtenir sa racine 
à moins de 0,01 , on pourra remplacer A par 0,04 et yja 
par 0,2 ; on devra avoir alors 

<r<0,01x 2x0,2 ou (y<0,004 . 

En prenant A avec trois décimales, on satisfera à fortiori à la 
condition. 

382. III. Remarque. Lorsqu'une quantité est plus grande que l, 
il suffit^ pour obtenir sa racine carrée avec n chiffres décimaux 
exacts j de connaître cett& quantité elle-même avec n chiffres décimaux 
exacts. 

En effet, on a alors «=7ô;r i ^^ A>1 ; on peut donc rem- 
placer a par 1 dans l'inégalité [3] , et écrire 

Si donc la quantité A est donnée avec n chiffres décimaux 
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exacts, c'est-à-dire si â est moindre qu'une unité du »**■• ordre 
décimal, la condition sera remplie à /br/tm. 

Plus généralement, sia est l'exposant (positif ou négatif) de 
la plus haute puissance de 100 contenue dans A , on aura 

.a>100« ; 
on posera ^<TÔ^^ 

et, en satisfaisant à celte inégalité, on sati sfera à fortiori à la con- 
dition [3]. Car on aura Tô;^^^on< m ^ <m ' 

C'est-à-dire qu'tV suffira de prendre A avec un nombre de dé- 
cimales marqué par le nombre n de décimales quon veut obtenir 
à la racine diminué (algébriquement) de l'exposant a de la plus 
haute puissance de 100 contenue dans A . 

Si, par exemple, A =::= 350,709.... , on aura a=:l , et il fau- 
dra prendre A avec n — 1 décimales . Si A =51678,023... , 
on aura a = 2 , et il faudra prendre A avec n — 2 décimales. 
Si au contraire A =0,0317 — , on aura az= — 1 , et ilfaudra 
prendre A avecw-|-*l décimales ; et ainsi de suite. 

383. Lorsqu'un nombre entier a 2n+l chiffres^ on peut, sans 
connaître les n premiers chiffres à droite, obtenir sa racine carrée à 
moins d'une unité. 

En effet, on a alors e=l et A>10*'» ; on peut donc rem- 
placer a par 10*" , et par conséquent \/a par 10" ; et 
écrire 

(r<2.10« . 

Or, si Ton retranche les n premiers chiffres à droite du nombre, 
ou, ce qui revient au même, si, ne les connaissant pas, on les rem- 
place par des zéros, on commet une erreur moindre que 10" , 
donc on peut, malgré cette modification, obtenir la racine à moins 
d'une unité. 

384. Jusqu'ici nous -avons supposé qu'une seule des données 
était inexacte ; cherchoas maintenant ce -qui arrive lorsque plu- 
sieurs d'entre elles ne sont qu'approchées. L'erreur commise varie 
alors suivant le sensde l'approximation de chacun des éléments du 
calcul; mais, afin de ne pas multiplier les règles, nous n'examine- 
rons, dans chaque cas particulier, que l'hypothèse la plus défavo- 
rable. 

Addition. Le cas le plus défavorable est celui où les erreurs sont 
de même sens: soient A et B deux quantités à ajouter; soient 
a et 6 leurs valeurs approchées par défaut, Tune à moins de a , 
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Tautre à moins de ^ ; soit enfin e Ferrear commise sur le ré- 
sultat. On aura 

a<A<a4-« , 

6<B<6+p , 
doù, en ajoutant, ce qui est permis. 

Les quantités extrêmes différent ie<i^-\- p ;on a donc 

c'est-à-dire que l'erreur commise sur la somme, est moindre que la 
somme des limites des erreurs commises sur chacune des quantités 
ajoutées. 

Si, par exemple, l'une des quantités est approchée à moins de 

^z et l'autre à moins de ^^ , la somme sera approchée à moins de 

3^+g5,c'est-à dire à moins de ^q • 

La règle serait la môme, dans le cas le plus défavorable, pour 
un nombre quelconque de quantités. 

Si, parexemple, on fait la somme de 10 logarithmes, appro- 
chés chacun à moins d'une demi-unité du septième ordre décimal, 
l'erreur commise sur la somme sera moindre que 5 unités de cet 
ordre dans le cas le plus défavorable. 

Remarque. Si plusieurs quantités sont approchées au même degré 
d'approximation, leur moyenne, dans le cas le plus défavorable, est 
approchée au même degré. 

Soit, eneffel, â la limite de l'erreur commise sur chaque quan- 
tité; si elles sont en nombre n la limite de Terreur commise sur 
leur somme sera nâ dans le cas le plus défavorable ; en divisant 
donc par n pour prendre la moyenne, on aura â pour la li- 
mite de l'erreur commise (374). 

Si, par exemple, on prend la moyenne entre un certain nombre 
de températures estimées chacune à moins d'un dixième de degré, 
celte moyenne sera approchée elle-môme,àmoins d'un dixième de 
degré. 

Si un certain nombre d'observations donnent la valeur d'un 
angle, chacune à moins d'un quart de minute, la moyenne de ces 
observations sera approchée à moins d'un quart de minute. 

Et ainsi de suite. 

385. Soustraction. Le cas le plus défavorable est celui odi les 
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erreurs sont de senscoatraire. Supposons qu'on ait, en conservant 
les mêmes notations, 

(ï<A<0 + a , . 

b>B>b~p , 
on pourra retrancher membre à membre, ce qui donne 
/ï— i<A— B<a+a— ft-f-p . 
Les quantités extrêmes diffèrent de a+j3 ; on a donc 

c'est-à-dire que r erreur commise sur la différence est moindre que la 
soMfne des limites des erreurs commises sur chaque quantité. 
Si, par exemple, la quantité à soustraire est approchée par défaut 

à moins de ^ , et que la quantité dont on soustrait soit appro 
chée par excès à moins de ôq , la limite de l'erreur commise par 
excès sur la différence, sera ^+^7; ou ^ . 



586. MuLTiPucATfON. Le cas le plus défavorable est celui où les 
erreurs sont de même sens. Si Ton a 

a<A<a-|-a , 

ff<B<6 + P , 
on peut multiplier membre à membre, ce qui donne 

fl6<AB<a6-f (7l3-|-6a-fap , 
et par conséquent, ^<<i|5-[-fta-|-a(3 

Le plus ordinairement, le terme a]3 sera négligeable vis-à-vis 
des précédents, et l'on pourra prendre pour la limite de l'erreur 
commise sur le produit 

e=:aP-{-bK , 

c'est-à-dire la somms des produits obtenus en multipliant chaque fac- 
teur par la limite de l'erreur commise sur Vautre, 

Si, par exemple, la valeur approchée de A à moins de z^ 

23 1 

est g^, et que la valeur approchée de B à moins de xx soit 

, la limite de l'erreur commise sur le produit sera 



60 

60 '30 ' 30*60 "" dSOO "" 60 
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î.q^l^iiife^fai}f,japprQchea,ôei,.B 'tft.mQJpsMjdefO*<)01îisoitM©^3^^j. , 
la limite de l'erreur commise su^iIq pfqdj^Jtseiiiit.i.; ii u.>*n *»h. .]•> 

3J4><0,()0!;f 0,2^4x0,01 ou . Oç00535 , 

c'est-à-dire moindre que 0,006 . 

'^î ftlrrfÂ«QiM'.îSi rbn'iïe-mànd'aït dvéC(ïuel deÀ-é'd'^âbpy&itoàiidll^il 
^ftlbt {k-etidi^é lè^ 'dob'ti^fe fiôiït ^\ieie pr^Àd'ùïr^ôVÉâppi^cfté'â'ttbï^^ 
d'une quantité assignée « ; Té pï^ôfelètaiè'sei^aiit 'frïffëtèfriiihè' On 

' \ii'aii$'oïi!vdit'ijtié l'ôri péul danoèr â à'\ {)âr éxcip^ilé- lirië. Valeur 
arbitraire (qui rende le terme fta ' , et ménie Ba', * raidind^b* què'e ) 
et qu'on pourrài<4él^rmmer-ensuîlô. p^de manîère à satisfaire 

loQ67l-ftiv9stoNj>Lé €as:{^plu8 âéfiaTorabletasttCiel^laà'Ies er^^rs 
sont de sens contrarrei Supposons 4i>6n ait*' m . i -« .] ; : ./ 

"'' ' b>B>b-p: / 
on^tl(Â/r/kdivisfek'méM/rtàÀeinbreU ri r. î^mi ;l 

Ecrivons que Terreur commise e est moindï-e que la flîffié'rence 
aie^ilAntités'f!fit!?eme)B,iriou5Burdfts*' '■ ^ ''"'i ^^ - ^V il 

ïCî'^qt-^rtâinç qviQffrreiif€opm.i^ mrle qm>tmt S0im mûind^rf^e 
la sqfime des produits obtenus- en mnitipliant chaque^ terme de la dipi- , 
àhiC'par là limité dé l* erreur bommise sur t'aulife, divisée par le càm 
db Immlêurtippradiéêdu divisènr par défaut. ■ '• '* 1 • *; • j 
Si, par exemple, la valeur approchée de A par défaut à^HMims 
de 0,01 est 11, 24:j,-'et' que l'a Valeur approchée de B par 
excès à moins de 0,1 soit 28,7 ,1a limite de l'erreur commise 

sur le quo tient sera „ _ 

41,24X0^1+28,7 XO,0V '^^ 1,411 "'^ î^' " 

^ ,(28,6)\ ^ 817,96 "**' 579,7...; » VJ 

OU, àfomri, ■>■ ' ^5^9'^ " ' ' "■ '■ '"' ^ 
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Remarque. Si l'on demandait avec quel degré d'approximation 
on iéïî prendra le dividende et te diviseur pour qiie le quotient soit 
af)proché à mdins d'une quantité donnée e , le problème serait 
encore indéterminé. On poserait 

(6-P)»^' OU (6_p),-hj^_p),<« • 

On pourrait donner à p une valeur arbitraire (qui rendit le 
premier terme moindre que «), et déterminer ensuite çc de ma- 
mière à satisfaire encore à l'inégalité. 

388. Applications. I. Calculera moins d'nn centimètre carrela 
surface d*un cercle gui a O^^dl de rayon. 

En appelant S Taire du cercle, et n le rapport dé la cir- 
conférence ail diamètre * , on a ** 

S=7rx(0»,37)*=7rxO"-%1369 . 

11 s'agit de déterminer le nombre de décimales qu'on devra prendre 
au facteur n , pour que le produit soit approché à moins de Q,0Û01 . 
Appliquons la règle du n° 373, nous trouverons 

0,0001 j_ 

Il faudra donc prendre n avec 4 décimales, ou 7r::^3.,d415.... 
On aura donc 

S=0"%1369x3,141S=0"%43007135 ou S=0"».%4300. 

en ne conservant que les décimales certaines. 

II. Trouver^ à 1000 habitants près^ la population de la terre^ 
sachant que le quart seulement de sa surface est habite\ et en 
comptant 1500 habitants par myriamètre carré. 

La circonférence du méridien étant de 4000 myriamètres, le 

400O 2000 

rayon de la terre a pour valeur -^ ou -;jp ; le quart de la 

surface du globe, ou la surface d'un grand cercle***, a donc pour 
expression ^f":;^) ou — — — myriamètres carrés. Multi- 
pliant par 1500 , on trouve, pour le nombre d'habitants de- 
mandé, 

^T^ 4000e00X <g00 __ 6000000000 ; 



* On a i:=3,1415926535.... 

*♦ Voy. notre Géométrie théorique et pratique, 4« édition, n® 688. 

*** Voy. notre Géométrie théorique et pratique^ 4« édition, n» 702. 

Alg. s. 24 
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Il raulaeterminer aabora pour cela le nombre de âécimales avec 
lequel on doit prendre J a valj^ur de i^ .Appliquons la règle du 
n* 377, nous trouverons (eh "p/enanl 3r pour valeur approchée 

de n) ••: :. • ' •'» /•:■ «/ 1: imj'I'. ^iit ■<iï /; 

^^6000000000. "" r 7r^a6ô6„wi5,^,; {s \ox.v., .^ 
•' Ti'fôtidiràaonc prfetiatëff kvcce'décîinàléô ,' 6i ir=3,l'4i^92. 



N= ^^J^ =çl90p859000 , 






.i^Hàdïns ^rïOOO hàbîtaits. ' / ' ' ^" ■ 

in^ Ça/(^fer,' 'df'irflimi'irîm dixième de seconde^ le temps w^ 
'pfoieràit un hdtpè à iomber dans lé vide' d* une kaiuteur efe lOO'' ,. 
J« Oif fafi voir, én'Phj^i(|uë,^uiB ^i fôd dë'sigtoè p'ar'ft'lâ^àiitetft- 
(*B''ëhuW;ipaiî l'Ié'Ietop's ètoployS; éjtjprinié en''sec6n(!è!s/ét"'t)^ 
9 le double de Tespace parcooru dans la première seconde, ou 
9^8088.... , ona 

vi..nn:^rr .. ' ^.■J=fi^c^ ;d'o^ -«^rV/f -.--^:: ^ ..o^ 
Oïiûs'l'e3ieiûpleplrop'osè,''dà a *oiic ' » " >• ^ «i 

^ 4 /200« 

'-; .J, '-i. t.. .! ..,/ V *T-y'T^f ^ ^ • ^■'. • .'■- :--'^' • "i ir- 

Il s'agit de déterminer léàbmbrè de décimales avec lequel il 
ftlUd)^ .prejidire 9* , ' pocr qaS' id résultat puisse éir^ oalculé* Â moins 

Pour cela, il ff^\ft.4étermijDer <|'^ord4T0QqneUç,approximation 
doit être calculé ^.quotieql "T* 4 . 1 

f'^'En appliquant 'la règlei dti n'^'aSi /et remarquant que; ^ 

étant plus grand que 20 ^ sa racine esf plus grapàe^ que 4 , ou 
trouvera j"'-"'^.- ^=" .•'•"•"•> - •■•" . . •• i x 

■'ta. ••m:!>. ■•v.^^ii^.jî^^^j" ^^ •^<o^8| ,^ ; /^;"\ , J .^ 

Ainsi le qufttient devra être calculé b moins de 0,8. Appliquant 
maintenant la règle du, ii^ 377,' en prenant 9 pour la valeur 
de ; , en moins, on aura 
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à moins d*un dixième de seconde. (-"^ '^^^ 

lY. Calculer^ à tdoim d'ui^ m\(iimèix^!ifâ ckcopiérence du cercle 
circonscrit à un 'm^té'qui a è" (to crff^!' " ' ^ 
,^)Pj'^ljr^ les pKinciçps. poflpig .4f,,G^(^ff ^ * .,jjfi j^ufftjyi # ce 
cercle aura pour expression yji ; sa circonférence %wrft:c|i&nf;)>p0Or 

valeur . -.m. ..,.,- u m 

c'est cette expression qu'il s^it de p^Vrï^^ri^ «W^sr^en^QP*, 
ce qui revient à calculer W^ ^ ^o^ii^s^de ^(^5 ,^, ,^,;^ j,l 

D^^i^no.n's ^ar , ^ une, valeur. apM-oçh^e ^^^ 'î. .^.PR{p^,^^;.,j^vï' 
,jelp^r,ô,upe valeur appr-oph^ç 4fijV? j\ pawqsj^^^ ^,,^ I«fl fltfaut 
tpyt^sdeii^f i, I^lïnfi^e ()lç|'^çr^ur/Hïm^^ 

Posons . (ïP+J«<0,0005 . 

Pour satisfaire à çett/ înJgaWiè;*prêncfÀVd*aDord p de manière 
que le terme ap soit moindre. .%uç j9,000.$^.;.,jjoj^C(;ij^^qr.^g^ 

4P<0^0005 , 

en remarquant que a est moind^ qife 4. Nous tirerons de là 

il .On 6sAi%fe^a> à férti&rii^ tiâtie-^oondièiiop 'e».'C|alcct1âilibi\/^<{iinkrttil 
de 0,0001 , ce qui donne (=1,4142. L'inégalité devienlàloÀ 

- ••• •^- ' •: a><'0;oD0i^^«tkMf«2^<:*),*6^^^ *^''" ''"'^ 

é'0ù « X 1,4142<0,0005— iiX«,000il ;" ^^ '^ ''''•'' ^'^'^^^ 

ort ep.,çieW^n^ poWvOi.la faIôuÇi i^r, plu5«çsnfle^.qppr(j^r> iiSfin 
cle diminuer le second membre ," . i . ». 

«><l,4l42<0,00Ô5— 0,0001 ou i<0,ÔOÔl rij^uni 
Si Ton satisfait à c^tjain^ali|ë, o^ sa^slerjai^ Yo^a'ori à rinëgalitë 
primitive. On tiré de k ''''^ 

ini^r. il»; ^^ii- ^nî U'j < ç ;»L 
• Voy. notre GéoméiWéiofiq'iU d ^raéJîH^ V^dîtiâb, no» 283 et 849. 
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370 QUESTIONS DIVERSES ! 

• 11. iaa^r^idonc prendre n avec 5 décimales. On aura ainsi 
àli^otoflé/uflumlHipf*!».'.. i. . .;,! i-i ..,.;. .x|«- «i 

H") i ~ ^ ''il! • /'i ',' ■' ' j •' k • ' f ' I 

' ' ' §11. Des approximatioia M&tites . " * ' : : • i - . : * • t 

^î n-.|Kil ••,1. î [ ^- .';; !,•.,... : 1 . . ... ,,., ..• . . 

^ 3^1i^.J^,u^. ayons dit au commencement d,^ ce chapitre qu'on 

f)ouvail évaluer Tertettr commise sur une quantilô^rparrap/wf^fft 
àyàièuf'iBilïctê èeeetCexivantilé^ et que Tenrear a(qsi^yâJué€\}é^if 
tmë^^t^iUpT^/ôtit?/; eiommë lorsqu'on dit <qu'iine quantité est otUe^f 
tftfë3-*fo1n&tfiin 20* v'd'm 80% dun 40Ô*. fie^6ff.Mlmr. :. 
Soit A une quantité qu'on ne peut obtenir qu'^ap^rofLii^f tive/^ 
ment, et soit e la limite de Terreur absolue commise sur cette 
quantité. Le rapport de cette limite d^^rreur ^ à la valeur de la 

^^i^jftité A , 9U la fraction^ j sera la limite de Terreur re- 

Nous la représenterons, dans ce qui va suivre,.pàr la lettre m; 
ensflfk}ft^,nousaj^^o^^.^ .. . . ,, , \ ^^^^^ 

mus représenterons par a' l'a vialeur approchée de A j par 
défauJt, en sorte qu'on aura ■ ' " •' 

/^..:.r;, . ■ ;. •. . a<A<a-f-fîiA , _ _^ .'".., 

^ ^ Enfin, nous représenterons pài* E' la limite *e Tei*reiir àtedoe 
commise sur le résultat, et j[)ar /i la lim^ite de'4*err8ar relative 
èortés^cvidiitite; . . , 

Remarquons, avant d'aller plus loin, que si N représente un 
nombre entier approché à moins d'une unité, la limite de Terreur 

relative est i^ . Or, si n' désigne le nombre des cbifffes^de N, 

on a N>l(y*~*, et par suite ; 

|insi la limité de l'erreur relative eèt moindre qu*tine unité' décimale 
de l'ordre tiiairqitS par le nombre des chiffres^ moins «n, du nombre 

]\ èi'pàr^é^^ ïist un nombre approché à moin» d'une 

/uij1t'é!^1à limite de l'erreur relative est moindre qfu'une imité du 
o*' oraVe, puisque ïé nombre donné' a 7 cB^ 
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DES APPROXIMATIONS. 



Plus généralement, considérons un nomîbre diècïma1api)t*'ôch6 à 
moins d'une unité de Tordre p, du à*riiiîi]!sâe ^' :^ si N désigne 

la valeur que prend ce nombre quand on 9ttppHi[d0 M 'vlrgol^rlé 

N 
nombre décimal lui-même pe^ut s'écrire squs^ la forme j^ ; en 

sorte que la limite de Terreur relative est, d'après la définition, le 

quotiwtde :^j^^ ^, c-esl^à-iïre ^ 

par le Dfèmbi'e donné dam kquel oii:&isiftf(mmi tawgjalQiiQfy ^( 
n réjprésen^^ toUjows lendmJDoredescfaifiiireeiTde N ^^^pu xà^ïwi^S 
décimât dùimé) cë'^l^ui retient/ au* même, (mk ahif(}mm^.(i^4es^f 

N>;10«^, d'où : '.i : .^■^ ;. -V.M ;. ',u/ A ùi?. 

'•'■'' N-'^ÎÔ*^ »*■ •• '•• î' •! i M "J -.îMiii-up 

ainsi la limite de terreur relative 'est twcové moinàré qtturieïinHiè 
décimale de l'ordre marqué par le nombre des chiffres, moins un^ Mi 
nombre déùmdldon'né? " ""?' ••"^*^' .-n n-Min..,:V|-.f c! ?.,>,. /^ 

Par exemple : si les mmhv^s hm.tili^' ^%imii^ '^ 
0,004580716 , etc.,;SQnt approchés chacun à moins d'une unité 
du dernier ordre décimal exprimé, la limite de Terreur relative est 
•mpindr^ qu'^e unité d.écima|e4Ui6' ordre, puisque ces nombres 
ont 7 cbiffres. ' \ V; '!: ! V ...7.' '';'. '''.*, - 

De même : si les nombres 341,7 — 3,417'— 6,0341^ sont 
approchés à moins d'une rfnilé dû dc/rnîeï ordre décimal exprimé, 
la ilimite de l'erreftr relative eqt mpjindre w'unç ,ui}ité. déciça^le du 
3^ ordre, .p»i^que ces. n,^l)res ont 4 chiÇres/ ; , ' ' ' 

Gela posé, passons en revue les principales opér£^tipn$<p*^n,p§5i): 
atoif &■ effectUcK •"- • ■(• r ^ -.•••) '••:■• '1^ uî. .,« .-.i.r.i :■...» /j' 

' 300. Addition^ Soit, à ajouter B à A: o»,aurîi ^ , j 

a+B < A+B <dt4-^A4^B / ■ « • 1 -:' '/ u a-.) 
La différence des quantités extrêmes étant mK , on a 

. ',. ; .,È<e.mt V: d'où" '''êà:^''\!^'t^'^ r^ ';"[<! 

c'esti-à-ndire j^mMimteâfi f erreur ref^j^^fif^^ 0ij^taï, 

.jBistmmHdfisiqM^la tiwi^ dei',erreurrelqtm (;ôfr^iseisiJi.r 
inexacte^ multipliai par le: rapport entre l(^, quantité înex^ 
somme des deux quantités. • . 1 . >*« 
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33% QifsmtomiiaHnBEBi^i 

DeTinegalilé [ij cidessus, on tire à fortton .ui i.i. « mm. 

c'est-à-dire que /a /imftc de V erreur relative commise sur la somme 
est moindre que la limite ^e tffrèùr relûtivé\commise sur la quantité 
inexacte, règle plus simple et plus commode à appliquer. 

301. SousTRAcmoN. l.i'Soit i sottstéaire jjB '^de À ; on aoi-a- 
a— B<A— N»<a+mA— B ; 

donc, ,^E<:mA: dou t — 5 ou vf*<w.7— -^ , , 

c'est-à-dire que la limite de l'erreur relative commise sur le réêutfàt 
est moindre que la limite d04*iêtrl^ur,rMati9êiciknrnisBèûr4é^niké 
inexacte^ multipliée par le rappprt entfe /^ quantité inexacte et la - 
différence des deux quantités^ ;,,',./, 
Si, par exemple, la valeur de A , approchée par défaut, est 45,7 

on a w=:^ ; , si . B;=a8,9'»> , pn/^ûr^. '; -1 «^i' 

■A 45,7 ^ 1 / ■ ^ 1 f 

Si A et B sont peu différents l'un de l'autre, on voit que la limite 
â!QrH^|f<^uff f«laiiv«();eutvétr0i<}ons«d^â!t>l6 ; «n âoKte.qa'im n^ d&tt 
s^uaei^Mir 4n\ayôc ria^trvatd'vUn. cés.ullai &pprâ<o;hèiofl^<i^iloa^.él6 
ofelep^ii^p*^r.4iffèP(ftnae,M ..\ •■. .v^.,-.-. r .-. .. -^v'-. m-, -a r.\ •• '. rU'-.. 

II. Si Ton avait à soustraire A de B , l'erreur serait \U même; 
I»^ilQHef♦defia'Hd»3W^?eôlïtraire.^ ! : : . lu Mi ... .j 

' à^ii.' MumpLiCATiôNJ^'SôV mulliplièr X 'par B ; on aura 
flB<ÂB<aB+wAB , 

d'où ; B<mAB. .$t ~ <^ f*<t»u . • /î:. 

c'est-à-dhj^ ^jue.tofe'wiif^ de^Merréur mtitive pjommisA mt te pirodtUt^ 
est moindre qtiè la limité de l'erreur relative commise sur le facteur 
inexact. '^'^- " '''- .^'''-'^'^-l - 
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DES lAfftRûXmATIOMKiv 373C 

leur, son produft'iiriàï^iTiimfere^eféonqàje^ 

à fortiori^ approché à moins de ^^ de 8?ii yaleur j 

Si la valeuî^ dé A ; approchée par défetii, iest^ 18,59.., celte 

quantité A est approchée à^moihs de.Tgg^ de sa valeur; il e^o 

sera donc de même à fortiori du produit ile A par un nombre 
quelconque. '''-' ' '^ ' '-'• ''' ^'''"'^' ''* -^^ ■jhh.^nujm 

303. Division. I. Soit à diviser Â par B , on aura 

,u..x..../ \>\ '.vy >' a o. ^ '''' x' '^'' *'''''\''''' ''^*^^^\^^ '^'^ '>n|» ■)'nf»-f;--l^'»''j 

A F 






i -V 



c'est-à-dire que/7a linjfiite de terreur telative eominise s^ Ia quotiej^jtti 
est moindre ^ue /a limite de terreur ifelaiive commise sur le divi- ' 

^iLivS^t.àdtviser.-.B-.par'A-,, .on<.a«:ra\> ^.vU vA s^y M^^^»ûm v,* • 

.. . , ^>Â>H4:^' V' '■•'•■■- V ■•;■-■' ■■■'-••■■\\>\; 

\ '-j * » .',:-• •; i: ] ■ • ■ • '•' ■ , / !■ ':■ '. '' î ■ .■^' \''^l '/■' 'U.:[ ,-y. 

donc E<--3q:^., oiï,,'E<j^^:p^ i, ,, « r' " 

c'est-à-dire que /o Hmite dk t erreur reUaimt^mtnisi^éuf te^èfHèné> 
e^ moindre qm la limite de V erreur f^htive mmmi^mr'le dii^teeury 
multipliée par le carré du rapport entre ce diviseur H sâ^^lem ëppt^d^^ 
cbéepm défaut. '^'- ■'■■ * •. <' ' ■■ f •'-'' '' - • '•'•■••': ''-^ '^- .H 

Le plus souvent, ce rapport diffère tfès-^w &k VmthèMt i\^m 
peut écrire f*.y=w , c'e^i-k'i}re qne Iq^limitedeJ'errem rqf^ive 
comrnisemr te qUoiieht est sènsibïément égalé a celle qui' est commise 
sur le diviseur. . »• ' ^^ '• ''^ <'' 

394. Carré. Oft a a*<A^<4*+'2amJ^^^m»A!* ; ^^'^^ 

donc E<2amA4^m^A* fl^>& *;R ou • ^^<âmlf^^m^îV' ^"' ' 

et, à fortiori, fA<2m-|-w* ; .tovoÀu 



Digitized byVjOOQlC 



374 QUESTION ' m^ettSKS : 

c'esi'^^Wt que là'HmHéêe l'^rrêutrékiîmcëmniiêe\9Ur WmrféïèP 
moindre que le double de la limite de l\erteUr relatke dàwdM» ^sUr 
la première puissance^ augmenté du carré de cette même erreur. 
Mais, comme m' sera ordinairement très-petit, on pourra poser 

c'est-à-dire que la limite de terreur relative commise $ur le carre , 
est sensibletnent égale au double de la limite' de r erreur relative 
commise Mur la première puissance, ] TOô 

308. Racine CARRÉE. On a \/a<\/A<\/(i-+-Àw ' 

\^ . « • - ^. -1 
donc E<sfâ^pmk:'^sja ou E<^77^ (voy. le n" 99ff) ; • '^ 

delà ;^ ou ^<fyf , ,..;,:, 

c'est-à-dire que la limite de l'erreur relative commise sur là rdcihe ' 
d'un nombre est numdre que /^ moitié de la Hmite ie fêrf9un tHar 
tive commise sur le nombre méme^ multipliée par la racine carrée du. 
rapport entre ce nombre et sa valeur approchée par défaut. ^ 

Mais, comme ce rapport diffère ordinaireanfini très^peii^de runilâ, I 

on peut écrire 

m ',••.•'•«{ 

c'est-à*dire que la limite de l'erreur relative commise sur la racine 
d'un nombre est sensiblement égale à la moitié de la limite de i'errewr * 
relative commise sur le nombre même. 



;1 



396. Pour donner un exemple du cas où deux données sont*: 
inexactes, supposons qu'on ait à faire le produit de deux facteurs 
qui ne sont qu'approchés. Soient 

û<A<tf4-mA , 
A<B<ô+^^B ; 

multiplions membre à membre, nous aurons 

ab<C^6<ab-\-mkb-\-nBa'{-mnXÈ . 

On a donc 

E<mAô~|-nBa+mnAB , 

d'où -^ ou i^<m.^-\-n.j-\-inn\ 

mais comme les rapports | el | diffèrent généralement très- 
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DES ADP^QXIHAI^IÔ)!^. I ,.. 37^ Tl, 

c'est-à-dire que la limite de V erreur Tdative commise sur le produit 
est semibfi^ment égale à l(i.,^Qmme^des l^mftes,d^§^ WW?> ^f^f»H-?^o S 
commises sur îeb'deucci facteùrsi\\'' , '[ ''^' " \ ^' \,'"^ \' 

397. La simplicité de ces règles peniiel'dsp-«trfti46¥<iat^k^tâ *p)aj9^''>'> 
grande facilité lcf^[OT5]tions vpversc^.^^ Ay.i.^n oOr, 

I. Avec combien de décimales faut-il pren dre le nombre 
3,141593^5>^)..') P^W q^^ son narré. sofi fppfpi^é Oi) fj^a$»a (hh^nh 

ÎÔ5ÔÔ ^^^^^'^^^ / I 

Puisqu'en élevant un nombije an carré, )a liiii)ie de Terreur rela- 
tive^ftsls^eç^ib^emenl dpublép.^(af9^4), il^audr^jj^^ij^^^ ^9^br(p ,. 

proposé àanoins de ç^^j^^-^a ^^gttgj' de^ça-^tlEiléuF* v. sM^'^^iui u\» \^ 

11 suffira pou^* çeI^.de.ïM'çp^r^.(^^^e d^qçi^ç^,;,|(faf,W,<\pp^ljj;p,^,,, 
3,14tK .eità{q)ro6héià(moMiB'de''^t^v'aô ^a^M^leuri ^nf rr . « .-«ul/ 

De plus, on devra supprimer au résultat tous les chiffres qui ex- 
primeraient une quantité moindre que ta 10000'' partie de ce ré- 
sultat. . . , . ^ < , \ 1 ,, . i . . 

Qff trouvera km%\ t 9^8090 .' r •' ■' ' ^ ^ ^ ^"^^ ^*^* ^' 

II. Avec combien de décimales faut-il prendre le nombre 
6S7iS787i.i.4 pour quêoa racUte durée mit^approekéB énlèin^)éllii\ 

j^r^ de sa valeur? ^ , , '. ,„ - . . \ . 

Puisque, lorsqu'on extrait^ la racine* carrée d'un nombre, la 
limite de Terreur relative est sensiblemÇjUt divisée par. 2 (398), 

il suffira de prendre le nombre proposé à moins de rrr^ 

ou de rrrr desa,yaleur. piï.rempliraceUecopdltioij en prenant 
ce nombre avec une décimale; car le nombre 657,8 est app^^oph^é ^,, > 
à moins de -zzzz de sa tMeuf . «î - /a .1 

007o 

On trouve 25 poux, la iiàrtje edli^pe de 1% racinte ; on pourra ,3 [j 
donc arrêter Topération dès' qu'on 'arrivera à un cKiffre qui expri- 
merait «ne q«a{Dit^lô moindre qtie la 10000® . partie de 25, c'est- 
à-dire dès qu'on arrivera à un chiffre exprimant moins'de 0,^25. '"'' 
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37Ç. . QuççTWN?, , piysiifi^ ,;, 

P»r, ^n?i^qi»ei»t^ H, ^n^^ 4«, ç«lcfll|er, \&. dtjffrp, 4^ jo^jl^^i^f^ ,p^ 
trouve ainsi i 

à moins ae ^^^ de Ja valeur àe ce résultat-. ./| ' . - ,• 

308. Nous avons insisté longuement sur. les calculs approxima- 
tifs. Il est rare, eti effet, que lescôiiimençaàtkaieht des idées nettes 
sur cefiuiet. Us s'imaginent, d'ordinaire, qu'i\s approcljent de plus 
en plus du résultat lorsqu'ils écrivent un nombre de plu^' eii prus 
graiftd de déermales & sa droite, quel que sojt le degré* d'apprax(h»> 
matiôn. Si, dans un produit de deux fticteurs. Ils <)i^.l pris Je «i^lti- 
ptictnde à'moihs d'un millième et le muUipIicatéur \ moini d'un 
ceplitoip, ils se figurent avoir obtenu le .produit à w>^^ d'|i)i% 
cent-millième. S'ils veulent avoir 3 décimales à la racine carrée ' 
d'un ftombre, ils croient nécessaire d'avoir ce nombre avec 6 dé- 
cîûïalcs ^ ; -ei ainsi de sufite. Nous espérons qu'en lisaiit alttenlîve^ 
mdO:t ceciiapitne« et en appliquant chaque règ}eà ^n.4?er:tai^;^ola- 
bre d'exemples, ils rectifieront leurs idées. . , 

Nous appellerons particulièrement l'attention du lecteur sur Tes 
approximations relatives^ les seules qui intéressent réellement les 
applications ; il imjiorté moin«,'^n çjïet, des^ivoi/si une longueur, 
par exemple, est approchée à moins d'un centimètre^u d'un mil- 
llwètreiMque de savoir si elle.est -approchée .à;mi)in$-d;uq c»- 
tième ou d'un millième de sa valeur. Or, cette JDQaoi^FQ^'e^t^er:: 
Tapproximation n'est pas seulement la plus utile, c'est encore celle 
qui conduit aux règles les plus sioUples et les plus faciles à appli- 
quer, ainsi qu'on a pu s'en convaincre déjà. 

Pour en donner une dernière prei^ve,, n,ous,.repren4rons, par 
laQonsidératiQo>des erreurs relatives, la ^olutipn des problèmes 
dun«388. • 

I. Dans le premier, on a à calculer l'expression «r x0"^^1369 à 
moins d'un centimètre carré. Gomme cette expression est moindre 
que 4x0%136& ou qqe 0%5476, m peut.p,ceftdtreîpqu(r:linMte 

de l'erreur relative que l'on veut commettre ^^ ; lOa atteindra 



* Remarquons en j^assant que^ s'il en était ainsi, certains calculs deviec^draient 
impratiicàbies. Pour obtenir, par exemple, le rapport it àe la clreonfëréocd an 
diamètre, à moins d'une unité du cinquième ordre décimal, on a 11 ;;^cmes 
carrées consécutives à extraire; pour avoir la dernière avec 6 décimales, 'i^ fau- 
drait avoir la précédente avec 12 décimales, * la précédente avec 24, la précé- 
dente avec 48 ; et en remontant ainsi^ on trou,^e qu'ti faudrait calculer la pre- 
mière racine avec 6144 décimales. Taudis cÀi'il suffît, en récdité, de calculer 
chacune d'elles avec 6 décimcdes exactes. ( Voy. notre Géométrie théorique et 
prçUique, 4<» édition, no# 302 et 39a.) ... « J /: 
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cè'^ésdtàt étt fàisfaril en sorte (^ne rert^edr Relative 'doil^ mëindrej 

que jj^ ; et, d'après la règ;lç:dp n® 302, il suffira de preiiàre 

ff avec la même erreur relative, ^e qu'on obtiendra ei) prenant 
4 décimales. On aura dond, comme an û°' Sôë, • <. ' ^ ' 

II. Dans le second pi^oblème, on a à calculpr — ^^^ . à 

moins de 1000 unités près ; et, comme oètle expressimi estimioiQ'^. 
dreique 2000000000 , on peut pretidrepourla liBùtite^-derer-r:. 
retir relative que l'on veut commettre le qtaoûent de iOOO pari 

2000000000, c'est-à-dire ^^^^ôô • P'^P^^^ '^ règle du n** 39S, 
il suffit de prendre n avec la même erreur relative^ ce quou qb-.^ 
tiendria en prenant 6 décimales ^ car le nombre 3,141592; Q;^t . 

approché à moins de {aLq^ ^^ ^ valent (389). On aura^ 
donc, coijim^ au n° 388, . ' . . . / 

■ '■ ' • • ' • • -1 

fU. Dans le troisième problème on a à calculer, à moins d'un * 
dixième, l'expression 



'=v/t 



dans laquelle a =9,8088 . Comme le quotient placé sous le ra- 
dical est moindre que 21 , dont la racine est moindre que 5 , 
on peut prendre pour la limite de Terreur relative que Ton veut 

commettre le quotient de 0,1 par 5 , ou ^^ • D'après la règle ^ 
du n"* 395, il faudra donc que la limite de Terreur commise -sons 
le radical soit kq oï^ ^ î ^^ d'après la règle du n® ^3, il suf- 
fira pour cela de prendre g avec la même erreur relative, ce 
qu'on fera en prenant une décimale, puisque le nombre 9,8 est 

approché à moins de ^g ^^ ^^ valeur. On aura donc, comme au 
n^ 386, _ 

lY. Dans le quatrième problème, on a à calculer à moins d'un 
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378 QUESTIONS DIVERSES : 

millième l'expression 2nyj2 . Gomme cette expression e st moin - 
dire que 2x3,2x1,5 et par conséquent moindre que 10, on 
peut prendre pour limite de Terreur relative que Ton veut com- 
mettre le quotieni U (/,06l pkrUb',' fc'&ti-à4ire j^ . Ap- 
pliquons la règle du n"" 396 : pour cela, il suffira de prendre cha- 
cun des deux facteurs apprôcïiés avec une erreur relative moindre 

que 2*2Ôôôô » ^® 9^1 5e fera en les prei^aijt l'un et l'autre à une 
demi-unité près du 4* ordre décimal. On aura donc à faire le pro- 
duit a x8^i44Bx l'^)4i4a qui donne, comme «o^n^vSQftu: 

8",885.... ~ • '^''-'- 

en ne ^^on^vant pas les décimales infédeu(*es aux n^^ilfièmes. 

Remarque. Il pouiM arriver, en^mp)o^Wt\lsL, considération dç^ 
erreurs relatives, et en ayant égard m\ remargçues ^u n<*,389i, que 
Ton soit entraîné à prendre une décimale dé plus qà'îl lii^s'efrait 
rigoureusement nécessaire ;'ùiais, dans'la^ratiqiiey on doit se 
prôp^r bien moins d^obtenir ta limite! lai plusrresserrâer^f iA'Br- 
reur que d'obtenir rapidement une limite. ^,, j.;» . 

'' ' ■ ' «^ •• * . . ' • . , ^ ... •> :\ ■•^.,-\ i ooi^ 



».) 



•:ï«^i. 



•' LJ 
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/ . \ CHAPI1ÎRE iXA^IU.:U 



\'5 



§ 1. Problèmes d^Algèbfë pdre'. : 



-•'i 



2a+b et a— 2b . 

Soil ar*+|?a:+î=0 cette équation. On devra avoir 

— p=2a4.J+a— 26:=3a— * , '*d*ofa j9iii^(3tfi^*)' ' • • 

et'"'; •/ •^' î.^'(2a+&)(a— 2ft)==b2«*^.3a6^îWi ... =■ m-.;,! 

P , lî*^qu'ati6n Hemandée est doi^c ' 

^ .' : '\. ' ^ à?*— (3a--ffc)ar4-2a*--r3a6— 2feb , . ■ ! 

- On peut vérifier, jen la< réBohraat, qu'elle iadmei (es deux rac/.oe$ 
proposées. 

400. I. Trouver la somme des carrés des racines de Véquation 

x*4"P^+î^=0 ^ ^^'^^ ^^ résoudre. 

Appelons a et 6 les deux racines, et S la somme de leurs 
carrés. On a 

S=a'+b'={a^by—iab ; 

mais a-j-Jzzz: — p et ab=^q , 

donc S=p* — 2g , 

II. Trouver la somme des cubes des mêmes racines. 

Soit S cette somme, on aura 

Élevons au cube les deux membres de la relation a+b=—p , 
il viendra 

a3+3a*6+3a&*+6«=— / , 
ou a^^b'+iab(a+b)——p^ . 

ou S— 3gp=— /?' , d'où S=3/>g— p' . 

Remarque. En opérant de même, on trouverait pour la somme 
des quatrièmes puissances des mêmes racines 
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880 QOWTiam dwjeiws : 

manière que la somme des carrés des racines soit égale à 12 u] 1 1 1 
Où devra avoir en vertu de ce qulprécède^ 

16— 2î=12 , d'où ç=2 . * 

Les deux racines de l'équatioà seront, en effets >'' 

a:=— 2+V2 et :r=;:— 2— >/2 , 

et leurs carrés serqnt 6—4^ et 6t|-4^ , dont la^so^i^e 

est '12 . ' . , ^ , ,. 

U. Déterminer q dat^réquaUoifi x^-^ipx^qt^O.tdB métklère 
que m foie l'une des racines plus a fois r autres fitaseuMSo^me 
égale à un nombre donné r . 

En appelant a et b les deux racines, on aura' 

a+J= — p , ab=^q et ma-\-nb=r , 

équations où les incoQQues sont a , 6 et 9 . Éliminons, a 
et 6 entre la première et la troisième, qui sont du preqiier de- 
gré, et portant leurs valeurs dans la seconde, nous aurons fa va- 
leur de ?.. . \ ' i:)i 

'Oh tfottve ainsi a=î^ et t=_?:±î52 

, , ' m — f» 17»*— n ' . j 

d'où . (r+yfr-j.mp> ^ ; 

402. I. Etant donnée l'équation x*-|-px+q=0 , former ^ne 
équation du second degré dont les racines soient celles de la proposée, 
multipliées par un même facteur m . 

Soit y l'inconnue de la nouvelle équation, on dorroav^r 

ti=fiMf . d'où x=^ , 
^ m 

Mettons cette valeur pour x dans la proposée, et faisons dispa- 
raître les dénominateurs, il viendra 

y'+wpy + w's=0, f 

ce qui sera réqttaiion demandée. i: 

, IL. Former une équation dont les racines ment égales. à is^f^ 

de x*+px4-q=0 ^ diminuées chacune d'une méme^^quaiatit^ i fa. ^ 

Soit y l'inconnue de la nouvelle équation ou devra avoir^ ij 

yz=zx — m , d'où x^^y-^m . • « ^y* 
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Mettant potrr ir? celte Valeur ^dirwl^ proposée, )e* rtdiisdAtî on 
obtient '•:! ^ v- v>> -•- -^^ •• "■—-.• - '• •••' ^^ :■*•,• -- v^.-m 

ce qui est l'équation d^mandéie. v i ... .i î 
Si m était égal à -r<.| < cette équatipn'se rëdairait à ^ I 

ilï/Fo)'tHè^rme éi^v^dtion qui ait pùUr racines les carrés des[ractnes 
rfe/Vgwafton x*+px+q=0 . 
Oï^.de^ra avoirs i/-^^^o^\ d'ofe. spzà::\/y ... , ^\ î) 
Meltaii]! ceti)e\,vai6ur de sp dans^ la proposée, èn^ obtient ^ ' \ 

y+psJ^±qFF^ ^ d'où, »yju^—y—a'^^.\.,i : i ' 

et, en élevant au carré, 

c*èst rèquatidri' demandée. ■ .,! 

403. I. Résoudre l'équation ax-|-b^+c=0 . ^ : > 
Au lieu de faire ^disçaraltrevle radical comnî,e ci^rd^s^^s,, A%^at 

poser yjx=z ' , •' d^ù x=z^ et nz^-^bz-{-c=:0 . Ayant 
résolu cette équation, on élèvera ses racines au carré, et Ton aura 
les racines de Téquation proposée. ' ^' 

II. Résoif dre l'équation Aa**-|-B3.f4-C:=0 . . , , . 

On pose af:=;î/ , d'oui a'f.^y* . ïj viqnt alors . * ,.\ 

* Aî/*+By.4-Crû:a\..> «• -■ •. 

Soient y' et j^ leâ racines de cette équation, îl reste à ré- 
soudre les équations exponentielles (311) : 
o^ifzzj/' et a^=y" . 

404. \. Résoudre les deux équations x-^ y ==à et log x^logy=h. 
La seconde revient à log 0^=6 , 

d'où ' ' a^=±:iO* , 

si les logarithmes sont supposés piri^ dans le syâlëgBieddnt laibase. 
est 10 . Le problème se trouve donc ramené à chercher, deux 
nombres, iôdnnàîssalitleufsoiilme et îeùt produit; hueélion' qui a 
élé'traîtté-(a49)-^- ^;' •' / " ' ■ '• !, ' , '-:.'. ' ^ 

n. Résoudre les deux équations x*+y^==:a* et log x-^- % y=l). 

On tire de la seconde ar^-nlO* . ' - 
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La question est donc ramenée à trouver deux nombres, connais- 
sant leur produit et la somme de leurs carrés; question qui a été 
traitée (252, 253). 

III. Résoudre les deux équations x*+y*=a* et log x + % y=b. 

On tire encore de la seconde xy={0^ ; d'où a?y =10** . . 

Posons a?*=u et y*=t? , nous aurons à résoudre les deux 
équations 

t**+t?*=a» et tir =10»* , 

ce qui rentre encore dans la question traitée au n"" 2S2. 

Ayant obtenu t» et t; , on en extraira la racine carrée et Ton 
aura les valeurs de a; et de y . 

405. Étant donné un polynôme entier par rapport à x , tel que 
Mx*"+Nx'»4-P^''+6tc. , trouver le reste de la division de ce poly- 
nôme par x — a . 

Le diviseur étant du premier degré, le quotient sera un polynôme 
entier du degré m — 1 par rapport à a? , et le reste sera indé- 
pendant de a; . On aura donc, en désignant ce quotient par 
Maf^* +etc. , le reste par R, 

"Ma^+Na:»+Pa:P+etc. = (a:— a)(Ma:*«-*+etc,)+R . 

Dans cette identité, si l'on remplace x par a , les deux mem- 
bres resteront égaux ; or, le facteur x—a deviendra nul, et le 
facteur M"*~*+ ®*^- » prendra une valeur finie, puisque x 
n'entrant pas au dénominateur, il ne peut devenir infini par au- 
cune valeur finie de x : d'ailleurs le reste R ne changera pas, 
puisqu'il est indépendant de a? . On aura donc 

Ma'^+Na^+PaP+etc.^R ; 

c'est-à-dire que le reste de la division du polynôme en x proposé^ 
par X — a , est le résultat qu'on obtient en remplaçant x par a 
dans ce polynôme. 

Si Ton divisait par x-^a , qui revient à x — ( — a), on au- 
rait pour reste 

M(— a)«+N(— a)«+P(— a)P4-etc. , 

ou le résultat qu'on obtient en remplaçant x par — a dans le 
polynôme proposé. 

Remarque. Ce théorème démontre immédiatement les caractères 
de divisibilité de a:"*±a"» par x±:a , 

Soit ar*"-}-^"* ^ diviser par x^a ; le reste sera ( — a)*"-f a"» . 
Il sera nul quand m sera impair. 

Soit arj-f-a^ à diviser par x—a ; le reste sera (-j-a) ""-^a"^- . 
Il ne pourra jamais être nul. . 
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Soit ar"» — a"* à diviser par a?+a; le reste sera ( — a)*" — a"» . 
Il sera nul quand m sera pair. 

Soit enfin a?"» — a"* à diviser par x — a; le reste sera a^ — a*" . 
Il sera 0ul quel que soit m . 

§ IL Problèmes de Géométrie *. 

406. Trouver un triangle rectangle dont les trois côtés soient repré- 
sentés par trois nombres entiers consécutifs. 

Soient x — 1 , a? et ar+l ces trois nombres, on devra 
avoir 

(x+iy=x'+(x—iy' ou a;*— 4a?=0 , 

d'où x=0 et* 07=4 . 

La seconde valeur seule satisfait; les trois côtés sont donô repré- 
sentés par les trois nombres 3, 4 et 5 . 

407. Diviser un cercle en moyenne et extrême raison par une cir- . 
conférence concentrique. 

Soient R le rayon du cercle donné, x celui dn cercle cher- 
ché ; la surface de ce cercle sera nx^^ et celle de la couronne com- 
prise entre les deux circonférences concentriques sera 7r(R* — x*). 
On devra donc avoir 

7rR*:7ra?'::7ra?*:7r(R'— ,T*) ou R^:x^::f:R^—x^ , 

d'où a;*+RV— R*=0 , 



et • x=±^J^Â^ 

La seule solution admissible est 



^=R\/- 



2 



Si Ton veut que ce soit la couronne qui soit moyenne proportion- 
nelle entre le grand cercle et le petit cercle, on devra poser 

R«:R2_a:*::R«— a;*:a:' , 

d*où R*— ar*=zhRa:. 

On en tire pour x quatre valeurs, dont deux doivent être rejetées 



* Voy., pour les principes sur lesquels repose la solution de ces problèmes, 
notre Géométrie théorique et pratique, 4« édition. 

Alg. s. 25 
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parce qu'elUs BQjïi 9;^atives, et ane treizième paroeqpi'ëllei est 
plus grande que R; il ne reste donc qu'une solution , >i . 



x=I.(=.l±^) . 



Remarque. Cette râleur est celle du plus grand segment du rayon 
divisé lui-môme en moyenne et extrême raison. 

408. Trouver la hauteur d'un segment sphérique^ oonnaismvU sa' 
surface totale et le rayon de la $phère. 

Soient R le rayon de la sphère, x la hauteur du segment, et ^a* 
un cercle équivalent à la surface totale donnée. La surface de la ca- 
lotte est 27rRr ; c elle du cercle de base est irr* , en appelant r 
son rajon. Mais r est moyen proportionnel entre les deux seg- 
ments X et 2R — X du diamètre; on a donc r*=:a;(2R — x). 
L'équation du problème est par conséquent : 

2jrRaj+fra:(2R— ar)=ira» ou hS^x—x^=a'^ , 



d'où a:=2R±V4R^— 0* . 

II est évident que la seconde valeur peut seule convenir. Pour 
qu'elle soit réelle, il faut qu'on ait a<2R , ou que le rayon du 
cercle équivalent à la surface totale du segment soit moindre que le 
diamètre de la sphère. En d'autres termes, il faut que la surface 
donnée soit tout au plus égale à la surface de la sphère, condition 
qu'on aurait pu prévoir. 

409. Diviser un trapèze en deux parties équivalentes ^ par une 
parallèle aux bases. 

Tout se réduit à trouver la longueur de cette parallèle. Dési- 
gnons-la par X . Soient a et fr la grande et la petite base du 
trapèze. Si Ton prolonge les deux côtés non parallèles, on formera 
trois triangles semblables, dans lesquels b , a? et a seront des 
côtés homologues. Chacun de ces triangles pourra être représenté 
par le carré de l'un de ces trois côtés. La partie supérieure du 
trapèze sera donc représentée par a?' — 6', et la partie inférieure 
par a*— flp* . Ainsi on devra avoir 

j^^^b^—a'—x^ , d'où x=d^±^ • 

On voit que la solution ne dépend pas de la hauteur du trapèze. 

IL Diviser la surface convexe d*uu tronc de cône en deux parties 
équivalentes par un plan parallèle aux bases. 

Ce plan coupera la surface du tronc de cône suivant une circon- 
férence. Tout se réduit à trouver son rayon. Désignons-le par x; 
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geiealiR^t -f Ub rayons des demc bases. Ètt rafsbiiMnt cotetnë 
ci-dessus, on «trouvera de méïâe • " -'[ •'' ^ ' 



..=^1 



R^+r« 



JIL Diviser le volume d'un tronc de cône en deupo parties équifa^ 
tentes par un plan parallèle aux bases. , , . ; 

En conservant les mômes notations on trouvera, à l'aide de rai- 
aonneménts analogues, 



-v^ 



Rg+r» . 



410. I. Trouver l'expression de la surface convexe d* un tronc de^ 
cône en la considérant comme la différence entre deux cônes. 

Soient R et r les rayons des bases, A le côté dû grand) 
cône, a celui du petit, a le côté du tronc de cône, lequel^ 
équivaut à A — a • La surface du grand cône aura pour valeur 
wRA , celle du petit wra .La surface S du tronc decûne aura 
donc pour expression 

S=7r(AR— ôr) . 
Mais on a A:a=R:r , d'où A=V • Substituant, il vient 

S="^(R^-r')= "^(ft~;)(^+^) =.(f-a)(R + r) 

=w(A— a)(R— r)=7ra(R+r) , 

qui est l'expression connue. 

IL Trouver V expression du volume d'un tronc de cône, en le con- 
sidérant comme la différence de deux cônes. 

Soient toujours R et r les rayons des deux bases ; H la 
hauteur du grand cône, h celle du petit, z=:E — A celle du 
tronc; enfin V le volume du tronc. Le volume du cône entier 
aura pour valeur |3rR*H ; celui du petit \nr^h . On aura donc 

V=|7r(R*H-r*A) ; 
mais on a R:r=H:A , d'où H= — . Substituant, il vient 

V=lî(R'-r^) = 3-%(R-r) (R^+Rr+O 

= |7r>î(R*+Rr+r*) . 
C'est l'expression connue. 
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''• '^ ^ •■ ' '^*- ' ••••'. !! 

411. Une sphère etunciflindreAiMposéi sur un.méme plan bori- 
izontal^ on. propose de^^les couper par un secowl plav^ parallèle au pre- 
fiiier^ d0, telle sorte que les volumes interceptés entre les deux pLns 
soient entre eux comme m est à u , 

Soient R le rayon de la sphère, r celui de la base du cylindre, 
et X la distance des deux,4)lans horizontaux. Le volume du seg- 
ment de sphère compris entre les deux plans aura pour expression 
^a^^-^^w) 5 et la portion du cylindre comprise^ entre les mta.es 
platis aura pour expression nr^x . On devra donc avoir 

irx^(R—{x):7tr^x=m:n , 
d'où, en supprimant la solution x=zO , 

nx(K—\x)=imr^ ou nx^ — 3nlte4-3wr*=0 . 
Là condition de réalité des racines est 

9n*R*— 12wnr*>0 , ou 3nR*~4wir*>0 , 



ou 



■<Wt 



Si elle est remplie, Téquation aura deux racines positives. Mais, 
pour que les deux solutions conviennent à la question, il faut que 
la plus grande soit moindre que le diamètre 2R de la sphère. En 
écrivant cette condition on a 



n V 3m 

412. I Déterminer^ dans une sphère^ un segment à une base^ 
dont la surface soit à celle du cône de mém£ base et de même hauteur 
dans un rapport donné m . 

Soient R le rayon de la sphère e t x la hauteur du segment; le 
rayon de sa base sera \Jx{iR — x) (408) ; et le c6té du cône, 
étant moyen propo rtionn el entre la hauteur x et le diamètre , 
aura pour valeur \JlRœ . La surface de la calotte sphérique aura 
pour valeur iirRx ; celle du cône 

ir.yjx(m—x).\j'î^ OU bien nxs/m{2R—x) . 
On devra donc avoir, en supprimant les facteurs communs «• et x, 

m{m—x) , d*où x=2R.-^ . 

La valeur x=0 , qu'on a supprimée en divisant par x , est 
une solution illusoire. * 

Pour que la valeur obtenue soit positive, il faut qu'on ait m> 1 . 
On aura alors a: < 2R . 
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U. Déterminer le segment de manière que son volume soit à celui 
du céfiè de'mémekàuteur^ damim rapport doimévm. , \ . i» ** 

Le volume dû segment a potir expression ^«'^^(SR'^j^);' et 
celui du cône {nx('iR—x),x ou ^nx\lK—x) . Oii dietra 
donc avoir, en supprimant les facteurs communs, ^^n et x^ \ 

3R—x=mCm—x) , d'où a^r^R.^^Lii^ 

Il faut nécessairement que Ton ait m>l ; et, pour que a: 
soit positif, il faut qu'on ait en même tomps 2w-^3>0 ou 
m>l . On aura alors a:<2R . 

Le rapport w a un minimum, | , qui répond à x=0 . 

413. Inscrire dans un cercle un rectangle dont la surface soit un 
maximum. 

Soient R le rayon du cercle, ar et y la base et la hauteur 
du rectangle, A la surface ; on aura k=zxy[ et a;'-j-y*=4R* . 
Éliminant y, il vient a:* — 4R^j:*+A*=0 . 

La condition de réalité est 4 R* — A* >0 , d'où A <2R» . 

Le 'maximum de la surface est donc A=2R* ; ce qui répond 
à a:*=2R* ou x=RyJi , et donne y=R\Ji . 

Le rectangle demandé est donc le carré inscrit. 

414. L Inscrire dans une sphère un cylindre dont la surface con- 
vexe soit un maximum. 

Soient R le rayon de la sphère, x le rayon de la base du cy- 
lindre, y la moitié de sa hauteur, et Tra* un cercle équivalent 
à la surface convexe du cylindre. On aura * 

ar*+y*=R* et inx . 2y=ffa* ou ixi/=:à^ , d'où 2xy=^ . 

En faisant usage de la méthode indiquée au n^" 2S3, en trouvera 

La condition de réalité est R*— y>0 , d'où a*<2R* et 

7ra'<2ïrR* . 

La surface du cylindre a donc un maximum 2;rR* , égal à ]a 
moitié de la surface de la sphère, et qui répond à ic:=y=-;R^2. 

IL Inscrire dans une sphère un cylindre dont la surface totale soit 
un maximum. 

En conservant les mêmes notations, et en désignant par i^a^ la 
surface totale du cylindre, on aura 

[11 a:*+y*=R* et 27rx.2y+2ffa:^=7ra* ou i^xy+ix^=a^ . [2] 



X 
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MaltiplioDs l'équation [1] par' a' , Téquation [2}.p)^ I^^M.iPf 
retranchons la seconde de la première ; il viendra 

ou en divisant par x^ ^ 

.fl«g) -4R«g)-f««-2R«=Q . , ,.,,[31 

Pour qiie le rapport - soit réel, il faut qu'on ait : 

4R*— a*(a*— 2R*)>0 ou a*— 2RV— 4R*<0 . 

En égalant à zéro le premier membre de cette inégalité, et y regar- 
dant (I* comme l'inconnue, on verrait (i71) ^qu'il se décompose 
en deux facteurs, et qu'on peut écrire en conséquence, 

[a«_R«(l+^)][a«+R*(V5-l)]<0. 

Le second facteur étant essentiellement positif, il faut, pour que 
l'inégalité soit satisfaite, qu'on ait 

a*<R*(l+VB) . 
Dans le cas du maximum de surface, on aura donc 

a*=R*(l+V5) . d'où ;ra*=7rR*(l+^5) . 

Dans ce cas, l'équation [3] a deux racines égales (172); et l'on 
en tire 

y _2R« 2 

En combinant cette équation avec l'équation [1], on en déduit 
pour or et y les valeurs 

^=Ri/^±^ et y=Ri/^^ • 
\i^,* Trouver le nombre des côtés d'un polynôme qui a n dia- 



Soit X le nombre des côtés ou des sommets. De chaque som- 
met, on pourra mener autant de diagonales qu'il y a de sommets, 
moins 3 ; car le sommet que l'on considère est joint au sommet 
qui précède ou qui suit, par un côté et non par une diagonale. 
Chaque sommet fournira donc x — 3 diagonales ; et, comme il 
ya ar sommets, on obtiendrait ainsi x{x — 3) diagonales. Mais 
comme il est aisé de voir que chacune d'elles serait ainsi comptée 
2 fois, le nombre réel des diagonales sera 
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La première valeur seule répond à la question. 

§ III. Problèmes élémentaires de Physique et de Mécanique ^. 

416. Trouver te diamètre d'un boulet de 24 kilogrammes. 
Soit a? ce diamètre, exprimé en décimètres; le volume du 
boulet exprimé en décimètres cubes sera 

Or, on trouve dans les tables de densité, que ladensité de la fonte 
est 7,207; c'est-à-dire qu'un décimètre cube de fonte pèse 2^,207. 
En multipliant donc ce poids par le nombre de décimèlires cubes 
contenus dans le volume du boulet, on aura son poids. Egalant 
enfin ce poids au poids donné 24\ on aura 



|7ra;^ 7,207=24 d'où x=^- 



24X6 



itX7,207 

En employant les logarithmes, on trouve x=i '****", 85276. . ., 
ou, à peu près, 0"", 185. 

417. // faut 19 feuilles d'or, de forme carrée, et de 19 centi- 
mètres de côté, pour faire le poids d'un gramme. Quelle est leur épais^ 
seur ? 

Soit X cette épaisseur, exprimée en fraction du décimètre. 
Le volume de chaque feuille, exprimé en décimètre cubé, aura 
pour expression (1,9)*. x . La densité de l'or battu est 19,362 ; 
le poids d'une feuille, en kilogrammes, sera donc {\,^)^x, 19,362. 
En égalant le poids des 19 feuilles à 1 gramme ou 0,001^ , 
on aura donc 

(l,9)'.a7. 19,362. 19=0\001 ou (19)M9.362.a:=0,l , 

y . 0,1. 

^^^ ^— (i9)M9,362- 

En employant les logarithmes, on trouve 

a:=0'^*%00000075299 ou à peu près a:=0'°",0000753 

Il faudrait plus de 13000 de ces feuilles pour faire l'épaisseur 
d'un millimètre. 

418. Trouver le diamètre d'un fil de platine, pesant 1 gramme, 
et qui a un kilomètre de long. 

* Voyez, pour les principes invoqués, le Traité de Physique de M. Péclet. 
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Soit X le diamètre cherche, exprimé en fraction du dëeimèife.* 
Le volume du fil considéré comme un cylindre, sera \ wxMOOOO , 
en décimètres cubes. La densité du platine tiré à la filière étant 
21,0417 , le poids du fil, exprimé en kilogrammes, sera 
\ TTxMOObOx 21,0417 . On devra donc avoir 

;-ira:M0000.21 ,0417=0,001 d'où x=d^^:^ 



210417 

On trouve, en opérant par logarithmes, ar=0*'**,000077878 

ou a:=0— ,0077878 .... 

419. L On enfonce dans l'eau^ par le sommet^ un cône de bois de 
sapin ; de quelle fraction de sa hauteur devra-t-il plonger pour se 
maintenir en équilibre? 

SoientA sa hauteur, orla quantité dont il plonge, et d la 
densité du sapin. Le poids du volume d'eau déplacé devra être égal 
au poids du cdne. Le volume plongé et le vsiume total sont deux 
cônes semblables, qui sont proportionnels aux cubes de leurs hau- 
teurs; on pourra donc les représenter par kx^ et kh^ .Ainsi on 
devra avoir 

kx^Xl=kh^Xd , 
puisque la densité de l'eau est 1 . On tire de là 

x=h \jd ou i==^\[d . 
Pour le sapin, onad=0,55 . On aura donc |=v^^0,55. 
On trouve, par logarithmes, ^=0,81932. 

Le cône devra donc plonger des g environ de sa hauteur. 

II. De quelle fraction de sa hauteur le même cône devrait-il plonger y 
pour l'équilibre, si on renfonçait par la base ? 

Soit toujours h la hauteur. Appelons y la portion de cette hau- 
teur qui devra dépasser le niveau de l'eau. Le volume extérieur à 
l'eau pourra être représentée par ky^, le volume total par M®, et e 
volume plongé par k{h^ — y^) . On devra donc avoir 

k{h'—y')xi=kh\d; 

d*où y=h^T^d, 

On remarquera que, pour que ^ soit réel, il faut qu'on ait rf<l . 
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Lahawtew^quei'pa cherche est égale à h — y • on a donc 
x=li—h^l — d ou |z=l — ^T^_,""r 

Pour le sapin, c'est-à-dire pour d=0,$ô, 05 trouve |;=:O,?330^. . ., 

Le cône devra donc plonger, dans ce cas, d*un peu moms du 
quart de sa hauteur. 

420. Une sphère creuse faite d'une matière dont la densité est d .,, 
est remplie d'un gaz dont la densité est ^ ; quelle est la condition pour ^ 
que cette sphère puisse s élever dans l'air? (On donne l'épaisseur e de 
l'enveloppe.) -;, 

Soient R et r les rayons extérieur et intérieur de la sphère 
creuse; et supposons Ijss densités d et eJ rapportées à celle de 
l'air. En exprimantquele poids de l'enveloppe, augmenté du poida 
du gaz contenu, forme une somme moindre que le poids de l'air 
déplacé, on aura . . 

\^{^'-r')d+\nr'S<\n^\ 
d'où ^^(d—{)<r\d—^) , 

r>Ry/g 

mais r=R — e\ en substituant on aura donc 

' R— e?>RY/|5J d'où R> 



Vd~s 

Si, par exemple, la matière solide était du cuivre, et le gaz 
de l'hydrogène, on aurait pour la densité du cuivre rapportée à 
l'eau 8,788 ; mais la densité de l'eau rapportée à l'air, est le rap- 
port de deux poids égaux d'eau et d'air, d'un litre, par exemple, ce 

4000 

qui donne -r-x- ; on aurait donc pour la densité du cuivre rap- 
1,0 

87880 

portée à l'air -7^ ou 6760 . On aurait ensuite pour la den- 
sité de l'hydrogène 0,0668 . Supposons en outre a=0°001 , 
il viendra 



V 675fl 
y 6759,9; 

En effectuantles calculs indiqués, on trouvera R> 20", 1. 



* / „ — ^333^ 
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,421. J)enx corps tombent du même point dans le vide, mm. à m 
intervàtie de temps è . On demande au bout de qiul temps ils feront 
distants de m mètres. 

Soient E l'espace pai-couru au bout du temps t par le premier 
corps, et e l'espace parcouru au bout du même temps t par le 
second, lequel n'aura marché réelle^entque pendant le temps t — ^ , 
on aura, en vertu des lois de la chute des corps: 

E=Jyf* et e=\git-ây. 

Mais E — e=: m , on aura donc 

m={g[t^-(t-êy]=igi^tê-^^) d'où ^=~+f. 

Si par exemple, ^=0\ l et iii=10" , en se rappelant que 
Sf=0», 8088 , on trouvera t = 10% 24 . 

422. Un corps est lancé verticalement dans le vide avec une vi- 
tesse initiale v .Au bout de quel temps sera-t-il à une Hau- 
teur h? 

En appelant t le temps cherché, on aura, d'après les lois dû 
mouvement vertical des corps dans le vide, 



h=vt-\gt' d'où j=!>±Vlî!z:M. 

La condition de réalité estt?* — ^gh> . La hauteur h a 

donc un maximum h^=^ , qui répond à t=- . 

Si la condition de réalité est remplie, on a pour t deux valeurs 
positives qui conviennent toutes deux à la question. La plus petite 
se rapporte à Tascention du mobile et la plus grande à la descente, 
qui commence à l'instant où le mobile est parvenu à la hauteur 
maximum, 

428. Un observateur laisse tomber une pierre dans un puits et 
perçoit le bnnt de sa chute t secondes après. On demande la pro- 
fondeur du puits , sachant que le son parcourt a mètres par se- 
conde. 

Soit a: la profondeur demandée. L'intervalle de temps i ob- 
servé est la somme du temps employé par la pierre à parvenir au 
fond du puits, et du temps employé par le son à parvenir à l'o- 
reille de l'observateur. Le premier de ces deux temps a pour va- 
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leurW— , epive^^ e:^\gt^ . Le 

second temps a pour valeur ~ . On a donc 

Posons yjx=y , d'où x=y^ , il viendra 

La première valeur convient seule à la question. On aura donc 

H\/i^-v^)'- 

Si, par exemple, on prend <i=340" et qu'on suppose ^-^5", 
on trouvera a;=107",S8 , à un centimètre près. 

424. L Un poids P est équilibré par un poids Q dam une te- 
lance fausse : si l'on change le poids P de plateau, il faudra un 
poids Q' pour lui faire équilibre. On demanda dans quel rapport sont 
les longueurs des deux bras du fléau. 

Soient a et 6 ces deux longueurs. On a dans le premier cas 

Pa=:Qb , 

et dans le second Q'a=Vb . 

Multipliant ces deux égalités termeàterme et supprimant le facteur 
commun P , il vient 

Q'a'=Qb' , 
d'où 'asf^=b\jQ ou a:b=yjQ:\/^ , 

c'est-à-dire que les longueurs des bras du fléau sont en raison in- 
verse des racines carrées des poids qui faisaient équilibre au même 
poids P , lorsqu'il était appliqué à l'extrémité de chacun de ces 
bras. 

IL Deux poids égaux se font équilibre dans une balance. Si l'un 
des deux bras du fléau augmentait d'une quantité a , il faudrait 
'pour r équilibre que le poids correspondant diminuât de p ; et si ce 
même bras diminuait de h , il faudrait que le poids corr spondant 
augmentât de q . On demande la longueur du bras du fléam et le 
poids qui y est suspendu. 
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Soient X la longueur des bras, et y le poids qui y est sus- 
pendu ; on aura : : : 

. (x+a) {y—p)=xy et {x—b) (y^q)=xy , 

ou . ay — px=ap et qx — by=bq . 

On tire de ces équations 

^_ab {p-\'q) __ pq{a+b) 

aq—bp ^ aq—bp ' 

Dans le cas où on aurait 6=a , il resterait 

q—p ^ ^ q-p 

42S. Un pendule simple^ dont la longueur est l , a fait un cer- 
tain nombre d'oscillations dans un certain temps; et l'on remarque 
quil en aurait fait n de plus si on l'eût raccourci de la quantité a . 
On demande pendant combien de temps il a oscillé y et le nombre d'oscil- 
lations qu'il a faites. 

La durée d'une oscillation d'un pendulesimpledont la longueur 
est / , a pour expression 



VI- 



En nommant donc x le nombre d'oscillations qu'il a faites dans 
le temps inconnu y , exprimé en secondes, on aura 

mais on aura, par une raison analogue, 

Éliminant y , il vient, après avoir divisé par tt et multiplié 
V^r \fg , ^ 

xyj~l=(x+n)sfr^ y d'où x= J^^/^-l^ 

et, par suite. 



4 /ï n\/l—a 

y=nn \/ -:r^ — ;== 



S/'l-^S/l- 

Si, par exemple, on a 1=1'^ , a=:0",36 , et w=20 , on 
trouvera 

a?=80 et y=80\247.... 

ou à peu près 80 "t . 
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426. 1. Un gaz occupe un volume Y , sous la pression f et à 
la température t , à quelle température faut-il l'élever pour qu'il 
occupe le volume Y sous la pression P' ? 

Il résulte de la îoi de Mariotte et de la loi de Gay-Lussac, que, 
pour une même masse de gaz, la quantité 

vp 



i+at 



reste constante (a désignant le coef&cient de dilatation). En nom- 
mant donc X la température cherchée, on devra avoir 

VP VP' j, . , , /j , aV'P' 

V P' 2 

Si, par exemple, ^=^^ ^ p^^3 ' ^^ ^ = 10° ; comme 

on a 0=0,00366 ; il viendra a:=104\4 . 

n. Le coefficient de dilatation des gaz est 0,00366 quand on prend 
pour point de départ le volume à 0" et quon se sert du thermomètre 
centigrade. Quel serait ce coefficient^ si on se servait d'un thermomètre 
qui marquât ol degrés pour la glace fondante et p pour Vébulli- 
tion de l'eau^ et que l'on prit pour point de départ le volume du gaz 
à n degrés de ce thermomètre. 

Puisque Tintervalle Pt-« répond à 100^ du thermomètre 

centigrade; 1 degré du thermomètre proposé en vaut - — du 

thermomètre centigrade; n — a degrés (qui est le nombre de de- 
grés au-dessus de la glace fondante correspondant au point de dé- 
part proposé), valent donc (n— a)r — - ou lOO'^^^ degrés 
du thermomètre proposé. 

Celaposé, soient v le volume du gaz à cette température de point 
de départ, V son volume à la température de rébullition et v^ 
son volume à la température de la glace fondante. On aura 

V=t?,(l+100a); v=v,[i + m'^^.a]. 

En appelant d'ailleurs x le coefficient cherché, on aura 

S=v[{J^{p—n)x] . 
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De ces trois éqaatioQK oa Un T - - 

[l + 100^.a][l + ({i— «)«l=i-h*«>«' » 
d'où X *'^'' 



^— a)-|-tOOa(«— «) 



Si, parexemple, on sesertda thermomètre de Farenh&it» etqu'oa 
prenne pour point de départ le volume du gaza 50® de ce thero^)- 
mëtre, ce qui répond à peu près à la température moyenne de* 
l'année, on aura a=32 ,p=212 , n = SO^ "d'ailleurs 
a = 0,00366 ; on trouvera ainsi 

a:=0,0019615 . 

427. On a compté 11 secondes { entre iinstant où l'on a aperçu 
la lumière résultant de l'explosion d'une pièce d'artillerie^ et tinstant 
où l'on a entendu le bruit de cette explosion. On sait que cette pièce 
était placée à 4000" de distance. On demande la température au 
moment de r observation. 

La formule qui donne la vitesse du son dans Tair est 



V=333»Vl +0,00366. f , 

t désignant la température exprimée en degrés du thermomètre 

23 
centigrade. D'après l'énoncé on doit avoir VXy=4000 , puis- 
que V est Tespace que le son parcourt dans une seconde. On tire 
de là V=^; par conséquent ?^=333 ^1+0,00366 . t, 
d'où t=n\87 . 

428. On demande le nombre de demi-tons moyens contenus dans 
l'intervalle de deux sons musicaux^ dont l'un répond à a vibra- 
fions dans mie seconde^ et l'autre à b vibrations dans le même 
temps. 

Le nombre demandé est Texposant de la puissance à laquelle il 

faut élever la quantité y^2 pour produire le rapport ^ ; en 

d'autres termes, c'est le logarithme acoustique de ce rapport. On a 
donc 

{W=l d'où .=Ûo££±^ . 

Si, par exemple, on a a=2700 et 6=1800 , auquel cas 
l'intervalleconsidéré est une quinte juste, on trouvera 

x=7,019 , 
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ou un peu plus de 7 demi-tons moyens. Cet interrAlle est donc 
un peu plus élevé que la quinte tempérée, qui est de 7 demi-tons 
moyens exactemant. 

429. Un corps se refroidit dans l'air, V excès de sa température sur 
celle de l*air était primitivement de iO^ ; au bout de 12 minutes 
cet excès est réduit à 5° ; on demande dans combien de temps il sera 
réduit à 2^ . 

L'excès de température étant faible, on peut admettre la loi de 
Newton. En appelant T Texcès de température au bout du 
temps ^ , Tp Texcès primitif, et m un coeiBcient constant, 
on a 



40'»^ 



Appelons x le temps cherché, exprimé en minutes, nous 
rons les deux équations 



au- 



'' et 2= '' 



d'où Ton tire 12m+log5i=:l et wu:=log 2+1 , 
et en éliminant m , 

a;=12.7^=^r^=27',8631.... ou 27' 52" environ . 

430. Un corps est placé à une certaine distance au-dessus de la 
surface du globe ; cette distance est telle que, si elle augmentait de h , 
Vattraction terrestre diminuerait d'une fraction m de sa valeur. 
Quelle est cette distance? 

Désignons par x la distance actuelle du corps au centre de la 
terre, par R le rayon du globe, par g Taccélération due à la 
pesanteur à la surface du globe, et par y celle qui est due à l'at- 
traction terrestre à la distance x ; ces accélérations mesureront 
l'attraction à la distance R et à la distance x . 

On aura donc 

y:gfz=R«:x* et j/— yw:flf=R*:(a:+A)^ , 
De la première proportion, on tire 

y— aj» > 
et, en substituant dans la seconde, il vient 

25^^if^:^=R*:(a;+A)* , d'où («+*)» (l—m)=«* ; 
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ei, en extrayant la racine carrée, 



h\/i-- 



(X'\'h)\/l — m=x , d'où x= , ^ r-rr— • 

Par suite »=j,.(^-^^=-j . 

9 
Si l'on a, par exemple A=:R et ^=25 1 ^^ trouvera 

a:=4R et »=^~fl' . 

431. Deux corps célestes^ dont les masses sont m ^^ M . sont à 
une distance d l'une de l autre : en quel point de la ligne qui joint 
leurs centres faudrait-ii placer un troisième corps^ pour quil demeurât 
en équilibre sous l'attraction de chacun des deux premiers ? 

Soient m' la masse du troisième corps ; x sa distance au corps 
dont la masse est w ; d — x sera sa dislance au corps dont la 
masse est M . On devra donc avoir 

mm' Mm'_ ^ ^,^^ ^(^^_^y^^^, . [jj 



X* ~(d 
et, en extrayant la racine, 

(d — x)yjm=x>jill ; 
d'où ^_ <^V^ 



x= 



Vm+v^ 1+y/l 



S'il s'agit, par exemple, de la lune et de la terre, on aura, en 
nommant R le rayon terrestre, 

d=60R et -=88 , 

d'où l'on tirera a;=5,77988...R , 

c'est-à-dire que le troisième corps devrait, dans ce cas, être placé 
à une distance de la lune un peu inférieure à 6 fois le rayon 
terrestre. 

Remarque. En extrayant la racine des deux membres de l'équa' 
tion [1], on n'a pris que le signe + devant chaque membre, 
attendu que, le point cherché étant supposé placé entre les deux 
centres, xei d — x doivent être de même signe. 



FIN. 
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